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ARCHIMEDS 
zwey Bücher 

über 

KUGEL und CYLINDER 

• • • 

Ebendesselben 

KREISMESSUNG 



Uebersezt, \ 

mit Anmerkungen 

Wd einem Anhang von Säzen über Kugel, KugelstGke, 
uud durch Umdrehung ebener regulärer Figuren entste- 
hende Körper aus Lucas V alerius, Tacquet und TorricelH 

f' begleitet ; 

I 1 

Karl Friderich Hauber. 



Mit sechs Kupf«rtafeln. 



Tübingen, 

Ja der J. G. Gttta'schtn BiüBffluidJunfc. V;g? 

Vi 
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Vorrede. 

mm < t 

* 

• • ' , •! ' '** • t 

, - ' -» 

Es wird mit wenigem gesagt seyn , was von 
dem Herausgeber über diese Arbeit zu bemerken 

« 

seyn mag. 

Die Uebersezung der Archimedischen BÜ- 
eher ist, so viel möglich, wörtlich gemacht. 
An vielen Orten sind zur "Abkürzung die ge- 
wöhnlichen mathematischen Zeichen gebtaucht. 
Die Citationen Euklidischer oder vorhergegange- 
ner Archimedischer Säze, und hie und da einige 
zur Erläuterung oder als nothwendig zum Zusam- 



Digitized 



menhang *) eingeschalteten Worte sind von de- 
nen, die aus dem griechischen Text , sowie wir 
ihn jezt haben, libersezt sind, jedesmal durch () 

X 

I 

unterschieden. Einigemal ist etwas weggelassen 
worden , das sich im griechischen Texte findet **) : 
besonders Worte, die eine Berufung auf Lehn« 
säze oder Erläuterungen. 



*) Wie die Worte: „Da nun--- dieser Kreis". Seite 

&>♦ Z. 31—43» 

die Worte: „in der indtrn fallen". S. 99* 

. » 

Z. 8— 12. 

Beyde Stellen sind anch bey RivdUus und Sturm 
ergänzt» Bey der lcztern ist die zu p. 19«. !• in 
. der Oxförter Aasgabe gesezte Vertnuthung „Credit 
„derim gloasema esse" ungegründet. 

••) Der Seite a8- hl der Anm. erwähnte Lehnsaz, der 
zum Beweis des XVlIten Sazes nichts nftzt ; - 
die Worte „« riTfmwX. pv 103. h 15, der 

j\i , Oxf. Ausg. 1 

Vgl über leztere Stelle die Recension der Oxfc Ansg, 

in AU gern, Litz. N. 172. flg. 
Anch mögen wohl die Worte „Rchtk RLD =3 KU and- 
& 77. Z. 4' eiD onachtes Einschiebsel im Texte seyi. 
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nicht vorfinden , enthalten*); seysmm, das» diese 

Worte wirklich auf verloren gegangene Stellen von 

Archimed schüessen lassen, pder, welches war* 

scheinUcher ist, als Beziehungen auf Anmerkungen 

eines andern, etwa die des Eutocius, anfänglich 

an den Rand gesezt, von diesem in den Text 

übergegangen Seyen m ) % Noch finden sich in 
■ 1 ■ i . ■ . ■ i i 

Qftf> A. p. ftu l «f *6* ufi m ** \ w m * v l 

p. 14. U Ölt »T*t ymf <p«r*<*f km Xtupmrm \ 
p. I2U U^-hTäw« fm§ Mum*i m tut Xty** 

p, 151. L 4 , 5. „T*rt m, rttf Xmujutff* w 

(Bey leztercr Steile ist zugleich in der 
Uebersezung etwas abgekürzt; eben 
•o bey p. Ii3, 1« u sqq.) 
P« !• 6, 7. M T#ii yay 3ttz5H7tr«t' y 3 
p. 186. L 23, 24. „Tjw y* f mi TtXii", 
Bey jeder dieser Stellen gibt Eotocins Erläuterungen ; 
er citlrt aber bey keiner dieser Erläuterungen die 
angeführten griechischen Worte. 

*•) Etwa wie die Citation der Elemente, die Ab beym 
Uten Saz des IB. 0* K* o. Cyl. in der Basler Aus- 
gabe (dem inten in der Oxf.) findet» und in der 0*. 
x forter weggelassen ist. 
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der Öxforter Ausgabe einige offenbar fehlerhafte 

Stellen •). < 

• 7. 

Bey mehreren Stellen sin4 erläuternde An- 
merkungen aus Eutocius Commentar, beygesezt ; 
welchen übrigens weder ganz, noch auch die 
daraus genommenen Erläuterungen Wörtlich za 



*♦) Oxf, A. p. 91. L 16. unten; ist statt viel- 
y Mtik TM** zu lesen; 

' p. 129. L 23; ."t woW «titt Jvo 

*\tvt*r zu lesen; "• 
• p. 156. I. 21. sj3* statt „Ms*»"; 

p. igö. 1. 13. unten} Sto statt ,,A&W; 
p. 70. beym Beweis des Ulten Sazes heisst 
es: n Ku3m-ftaßtßt9 9 ZH*'; eben so in der 
Basler Ausg. Statt „ZH" ist wobl EH 
za lesen. 

p. 157. 1* penult. — p. 158, 1. 1; tnnss et 
Geissen: E*« & X«y" «*' **• PX *pt AX 
Mi(t f w Tfr PA «ff« *f9f AX Xoyof #n <Jo5#/i ; 
welches die lateinische Ueberseznng der 
Basler Ausgabe genau ausdrükt , und wie 
auch der griechische Text der Baal; 1 Ausg. 
hat, ausser dass AA statt des ersten PX 
steht. f 
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übersezen nöthig schien **). Ausser den leztern 

f 

sind hie und da Folgerungen beygefiigt, welch? 
zum Theil aus der Barrowischen Uebersezupg ge- 



nommen su 





m 


1 





Bey den Säzen von Lucas Va 
ges beygebracht, was nach ihm von andern in 
Beziehung auf die allgemeinere Darstellung der 
Exhaustionsmethode gethaü worden ist. 



' • • *• mW 



angehängten Torricellischen Säze mit 
ihren Beweisen sind kürzer gefasst worden, als 
durch eine wörtliche Uebersezung geschehen 
wäreL 

- ^ - - • - " - - - ■ IT. 

*•) Die Anm. S. i$* ist gemacht , weil Eutocios Be. 
Weis (Oxf. Ausg. p. 80.) nicht für den Fall passt, 
WO (Fig. p. 79.) der Winkel AAJt> AAT» 

Die S. 87* Z. 19. v. unten, und S. 88* z - *Äi *f. 
vorgenommenen Abweichungen vom griechischen 
Texte schienen nothwendig zu seyu« Die gerade 
- Linie X, Von Welcher dort die Rede ist; mos* das 
Latus rectum der 4u beschreibenden Ellipse werden, 
- Vgl Apoll Conic I, ij. 54, 
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VIII 1 

Uebrigens Wird 4er Zusammenhang , in 
welchem der Anhang aus Valerius, Tacquet und 
Torricelli mit den Archimedischen Büchern über „ 
Kugel und Cylinder steht, keiner besondern Er* 
klärung bedürfen. * 
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• *• * 

-w • *•*•*.: r 

Archimeds zwey Bücher über Kiigel 

und Cylinder. : / 




■ • • •« m 
1 I # 



Erstes Buch. * - 
Archimed grüsst den Dositheus. *) : 

II | f • 

»4» II • . i J . - » 

ch habe dir schon vormals die von mir entdekte* 
Säze nebft ihrep Beweisen überschikt j zum Bsyr 
spiel : dass jeder von einer geraden Linie und einem 
Schnitt eines rechtwipklichen Kegels eingeschlo$r 
»ene Abschnitt die vier Drittheile eines Dreyeks sey* 
welches mit dem Abschnitt einorley Grundlinieuud 
gleiche Höhe habe. : Nun habe ich die Beweise eini* 
ger Lehrsäze, auf d i e ich gekommen bin, ausgea rbei- 
tet, welche folgendermaßen lauten : füjis-/$|$it> 
dass die Oberfläche einer Kugel viermal fi^gros als 
der gröste Kreis derselben sey; sodenn dass die 
Oberfläche eines jeden Kugelabfchnitts einem Krei- 
se gleich sey , dessen Halbmesser dem von dem 
Scheitel des Abschnitts an den Umfang desKreir 

•) Bey der Uebersezung dieses, ^r^efs sind die von Bare- 
re w vorgeschlagenen und in der Ox forter Ausgabe 
aufgenommenen Lesarten befolgt worden. Slmso^ 
bemerkt in seinen Ausgaben der Elemente beym Auf- 
fing „seiner Axun^skimgen zum zwölften Buch , dass 
Moor, Professor des Griechischen in Glasgow, diesen 
Brief aus alten Manuskripten wieüerhergesteÜt habe, ' 

A 
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ses, welcher die Grundfläche des Abschnitts ist, 
gezogenen geraden Linie gleich ist ; ferner dass der 
Cylinder , dessen Grundfläche eineriey mit dem 
grösten Kreise einer Kugel und dessen Höhe 
ihrem Halbmesser gleich ist, sowohl selbst an- 
derthalbmal so gros als die Kugel als auch seine 0- 
berfläche anderthalbmal so gross als die Oberfläche 
der Kugel sey. Diese Eigenschaften hatten die 
genannten Figuren zw^schon vorhin ihrer Natur 
nach; sie waren aber gleichwohl von denen, die 
vor mir über Geometrie speculirten , noch nicht 
aufgefunden worden. Es verhält sich ebenso mit 
vielen der von Eudoxtts aufgestellten Lehrsäze, 
zum Beyspiel: dass jede Pyramide der dritte 
Theil eines Prisma sey , welches nift ihr eineriey 
Grundfläche und gleiche Höhe hat , und dass jedtf 
Kegel der dritte Theil eines Gylinders Sey , weU 
eher mit ihm eirterley Grundfläche und gleiche 
Hahfc hat. Es kamen nämlich auch diesen Figu* 
ren difc erwähnten Eigenschaften ihrttf Natur ge- 
rtffs schon vorhin zu; sie waren abef , unerachtet 
es Viele bedeutende Geometer vor Eudoxus gege- 
ben hatte, dennoch diesen allen unbekannt -geblie- 
ben" tand von keinefn derselben bemerkt worden, 
üebrigens steht , die hier Vorkommenden Säze zu 
rifltersuchen , denjenigen frey, die es zu thun im 
Stande sind» Freylich wäre zu wünschen, dass 
sie noch bey Konöns Lebzeiten herausgekommerl 
wären. Dieser würde meines Erachtens ungefeht 
am besten dieselbe haben verstehen und ein pas- 
sendes Urtheil darüber föllen können. Doch da 
Ich es ftlr dienlich halte , sie auch andern Mathe- 
jnätikverständigen mitzutheilen , so überschike 
ich sie dir nebst ihren Beweisen, welche diejeni- 
ge^ die sich mit Mathematik beschäftigen , unter- 
suchen mögen. Lebe wohL 
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Fürs erste nun die Erklärungen und abgenom- 
menen Säze, welche zu den Beweisen dienen. / 

Erklärungen. 

1. Es gibt begrenzte gebogene Linien in ei«« 
ner Ebene , die entweder ganz auf einerley Seite 
der ihre Endpunkte verbindenden geraden Linien 
liegen , oder doch keinen ihrer Theile .auf der an- 

* derh Seite derselben haben. 

2. Gegen einerley Seite hohl nun nenne ich 
eine Linie, die so beschaffen ist , dass, man mag 
auf ihr zwey Punkte nehmen , welche man will , 
die zwischen denselben liegenden geraden Einien 
entweder alle auf einerley Seite der Linie, oder 
zum Theil auf einerley Seite von ihr, zum Theil auf 
sie selbst fallen, keine aber auf die andere £eite 
derselben. »- ~\ t 

3. Ebenfalls gibt es begrenzte Oberflächen, 
welche zwar nicht in einer Ebene liegen , ihre Gren- 
zen aber in einer Ebene haben, die entweder ganz 
auf einerley Seite von der Ebene liegen, in welcher 
ihre Grenzen sind, oder doch keinen Theil auf der 

% »ädern Seite derselben haben,. ... ; >r 

4. Gegen einerley Seite hohl nun nenne ich 
Oberflächen, die so beschaffen sind, -dass, wem* 
man auf ihnen zwey Punkte nimmt, dift zwischen 
ihnen liegenden geraden 'Linien entweder alle auf 
einerley Seite der Oberflächen fallen, oder einige 
von ihnen auf einerley Seite der Oberflächen fallen, 
ändere aber auf diese selbst, aber keine auf die an- 
dere Seite deTselheiv 

5. Einen körperlichen Ausschnitt nenne [ich 
eine. Figur, di«s, .wenn fine Kugel von einem Ke- 
gel geschnitten "wird, der seine Spize im Mittel- 

A 3 
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ptmkt der Kugel hat, von der Oberfläche des Ke- 
gels und der innerhalb desselben befindlichen Ku- 
geloberfläche eingeschlossen ist. 

6. Einen körperlichen Rhombus nenne ich ei- 
ne Figur , die aus zwey Kegeln besteht, welche 
auf einerley Grundfläche stehen , deren Spizen aber 
auf verschiedenen Seiten der Ebene der Grünfläche 
und deren Axen in einer geraden Linie liegen. 

Ich nehme ferner folgendes an: 

• ' •- Angenommene Säze. 

t. Dass unter, solchen Linien , «welche einerley 
Endpunkte haben, die gerade die kleinste sey; 

2. Von den andern Linien aber, welche in 
einer Ebene liegen und einerley Endpunkte haben, 
zwey, die gegen einerley Seite hohl sind, ungleich 
seyen i wenn entweder die eine ganz von der an- 
derp und der einerley Endpunkte mit ihr habenden 
geraden Linie eingefchlossenroder einTheil dersel- 
ben eingeschlossen, ein anderer gemeinschaftlich 
ist; jind zwar die eingeschlossene kleiner sey. 

3. Dass fernertmter solchen Flächen, welche 
emerley Grenzen haben, : wenn diese in einer Ebe- 
ne liegen, die ebene Fläche die kleinste sey; ? 

A . 4. Von den andern Flächen aber, welche eir 
nerley Grenzen halpep^ nvofern diese Grenzen in 
einer Ebene liegen, zwey, die gegen "einerley Sei- 
te hohl sind, ungleic Seyen, wenn entweder die 
eine ganz von der andern und def einerley Gren- 
zen mit ihr habenden ebenen Fläche eingeschlos- 
sen, oder ein Theft derselben eingeschlossen, ein 
anderer gemeinschaftlich ist; und zwar die einge- 
schlossene kleiner s£y.^ ; - ' 7 *:3*Utt<i.. ■ ^ , : 
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* 5- Ferner dass bey tingleichen Liniöh, un- 
gleichen Flächen und ungleichen Körpern der Ue- 
' berschuss der grossem Grösse über die kleinere 
wiederholtemale zu sich selbst hinzugesezt grös- 
ser werden könne als jede vorgelegte gleicharti- 
ge Grösse.' 

r Dis nun * vorausgesezt ; , ■ 

S a Z L . » 

Wenn in einen Kreis ein Vielek beschrieben 
wird, so ist offenbar, dass der Umfang des darein % 
beschriebenen Vieleks kleiner sey als der Umfang 
des Kreises. 

» \ \ . ^ 

Denn jede Seite des Vieleks ist kleiner als der von ihr 
abgeschnittene Kreisbogen ( Angen. Saz L ). 

* • • 

Saz IL Fig. U ^ " 

Wenn um einen Kreis ein Vielek beschrieben 
wird, so ist der Umfang des darum beschriebenen 
Vieleks grösser als' der Umfang lies Kreises. 

Es sey ACEGK ein um den Kreis M beschriebenes 
Vielek. Ich behaupte , dass der Umfang des Vieleks gros- 
ser *ey als der Umfang des Kreises. 

Denn da die BA , AL zusammengenommen grösser 
ist als der Bogen BL , weil sie den Bogen einsemjesst , der 
J i£ f nämlichen Endpunkte mit ihr hat (Angen. S. 2.) ; und 
b^nsojJie DC> CB zusammengenommen grosser als DB t 
ie La, KH zusammengenommen grösser als LH. fer- 
jier die FG , GH zusammengenommen grösser als FH , 
und 'die DE,-EF zusammengenommen grosser als DF; so 
ist mitnjn der ganze Umfang des Vieleks grösser als der 
Umfang des Kreise. 



. n<Hl.:.« S a z IlT. Ftg. 2. 

Wenn zwo ungleiche Grössen gegeben sind, 
so kann man zwo ungleiche gerade Linien von 
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der Beschaffenheit finden , dass die grössere von 
ihnen zur kleineren ein kleineres Verhältniss habe 
als die grössere Grösse zur kleinern. 

Es seycn zwo ungleiche Grössen AB % D, und A3 
die grössere. Ich behaupte , dass man zwo ungleiche ge- 
rade Linien finden könne, welche der erwähnten Forderung 
Genüge leisten, ' 

Es sey-BC» D, und irgend eine gerade Linie EG. 
So wird die CA wiederholtemale zu sich selbst hinzuge- 
setzt die D Übertreffen ( Angen. S. 5. ). Man nehme nun 
AH ein solches vielfaches von AC, und wie vielfach A H 
von AC ist ^ eben so vielfach sey FG von GE. So ist 
HA : AC=sFG : GE , und umgekehrt EGzGF^AC: 
AH. Und da AH grosser ist als D, das ist, als CB , so 
ist CA : AH < CA iCB, und verbunden EF : FG< 
AB : BC oder < AB :D 9 weil £C=D. Es sind demnach 
«wo ungleiche gerade Linien gefunden, welche der er- 
wähnten Forderung Genöge leisten , dass nämlich die grös- 
sere derselben zur kleinern ein kleineres Verhältniss ha- 
be als die grössere, Grosse zur. kleinern. 

' ' ' Sa z IV. Flg. 3. 

Wenn zwo ungleiche Grössen und ein Kreis 
gegeben sind , so last sich ein Vielek in den Kreis 
ünd ein anderes darum beschreiben, so dass die 
Seite des darum beschriebenen Vieleks zur Seite 
des darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis 
habe als die grössere Grösse zur kleinern. 

Es seyen die beyden gegebenen Grössen A , Fy und 
CDEF der gegebene Kreis. Ich behaupte, dass das ver- 
igte fieh bewerkstelligen lasse. V / T 

• • *\ ^ 

Man finde zwo gerade Linien H, KL t wovon H 
die grössere sey , so dass H zu KL ein kleineres Verhält- 
nis habe als die grössere Grösse zur kleineren. ^SazIlL); 
errichte in L die LM senkrecht auf KL , und ziehe 3 aus X 
die KM = H, welches sich thun* last ( weil H > ÄX )♦ 
Man ziehe im Kreise zwey auf einander senkrechte Durch- 
jneffor CE 9 DF. Wird nun der Winkel DGC halbirt, 
dessen Helfte wieder halbirt, und die Halbirungen so fort- 
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gesest ; so erhält man zum Rest einen Winkel , der kleine* 
ist , als das doppelte des Winkels LKM ( E. X , i. ). ' Es 
s*y NGC dieser Rest, und man ziehe NC; so ist NC die 
Seite eines gle ichsei tigeu Vieleks. Denn da der Winkel 
NGC den Winkel DGC misst, weicherem rechter ist; so 
misst der Bogen' .ZVG 4*n Bogen DC, welcher ein Qu*t 
drant ist , und daher auch die ganze Peripherie des Kret 
«es. CN ist also eine Seite eines gleichseitigen Vieleks. . 

Man halbire den Winkel NGC durch die gerade Linie 
GO, und inö berühre POQ den Kreis; man verlängere 
GC nach P , GN na<$ Q i so ist PQ die Seite eines uni 
den Kreis beschriebenen gleichseitigen Vieleks , das dem 
darein beschriebenen , dessen Seite CN 9 ähnlich ilt. 

Da nun der Winkel NGC kleiner als das doppelte von 
LKM , aber das doppelte von' TGC ist, so ist der Win- 
kel TGC kleiner ÜsLKM; Nun sind die Winkel bey L, 
T rechte. Folglich MK : KL > CG i^GT und da 
GC=GO. GO: GT 9 das ist, PQ:CN < MK : KL ; 
und es ist PO die Seite eines um den Kreis , CN die Sei- 
te .eines darein beschriebenen Vieleks, Welches zu fin- 
den aufgegeben war. ; ' 

!■> f "\ H** f ? • -ii n'f , 1 ' *•% 

< > -> 4 »W • • <• ' -» ■' »I f. 'Vi I / M J 

- -> i'Sv>n r \ tr:r . &M z Fi Fig. + \ * \ v , r» 

?i ■ i »- 

• „ Wiederum wenn zwo ungleiche Grössen) una 
ein Kreisausschnitt gegeben sind, so lässt sich ein 
Vielek um den Ausschnitt und eines darein be- 
schreiben , so dass die Seite des darum beschrie- 
benen zu der Seite des darein beschriebenen ehi 
kleineres Verhältnis habe, als die grössere Grösse 
zur kleineren. 

; <Eß seyen wiederum zwo ungleiche Grossen JE, f\ 
wovon E die gr&ssere sev , und ein Kreis ABC , dessen 
Mittelpunkt D , und bey D stehe der Kreisausschnitt ADB. 
Man .soll ein Vielek .um den Ausschnitt ^4DB und eine? 

4) Nämlich Kit an der nämlichen Seite von LK mit KM so gezogen , cUss dei 
Winkel LKR = TGC, wird , d» LKM > TGC, die LM zwischen L und M in 
R treffen, daher MK > FK, und Mfc ; KL > RK : Kl-, d« i« ( E VI , 4- ) , > 
CG;GT. Eutociu«. , ^ 
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darein beschreiben , jedes von gleichen Seiten ausser denen 
BD, DA, so dass das verlangte geschehe. 

Man finde zwo ungleiche gerade Linien H, KL, 
wovon H die grössere sey, so dass H zu KL ein kleine- 
res Verhältnis habe als die grossere Grosse zur hleineren 

iSaz III. ). In L erreichte man wieder LM senkrecht auf 
IL, und lege KM^H an, Welches steh thun last, weil 
H > KL. Durch Halbirung des Winkels ADB , Halbirung 
seiner Hälfte und so fortgesezte Halbirungen wird man 
einen Winkel übrig behalten , der kleiner ist , als das dop- 
polte von LKM\E.X, i.Y ps sey ADM dieser Win- 
kel. So ist AM die Seite eines in den Ausschnitt beschrie- 
benen Vieleks. Wird nun der Winkel ADM durch DN 
halbirt und die Tangente PNO an den Ausschnitt gezogeir, 
so wird diese die Seite eines um den nämlichen Ausschnitt 
beschriebenen dem genannten ähnlichen Vieleks seyn. Vnd 
PO hat zu MA, wie im yorlf ergehenden 9 ein kleineres 
Verhältnis als E zu F. \ • 

. Sa.z FL Fig. f. . ,, ... s . . 

Wenn ein Kreis gegeben ist und zwo unglei- 
che Grössen, ein Vielek um den Kreis ün3 eines 
darein zu beschreiben r so. Tdass dai darum beschrie- 




Es sey der Kreis A und die zwo ungleichen Grösse» 
E,F 'gegeben, wovon E die grossere sey. Man soll ei^i 
Vielek m den Kreis und eines darum beschreiben, so dass 
das verlangte geschehe* 



Ich nehme zwo ungleiche gerade Linien , C, D, wo- 
von € die grossere sey , so dass C : D < E : F ( Sa* III. ). 
Wird nun zwischen C 9 P eine mittlere Proportionalünie 
O genommen , so ist G > D, Man beschreibe ein Vielek 
Tim den Kreis , und eines darein ; so dass die Seite des dar- 
um beschriebenen zu der des däftin beschriebenen ein klei- 
neres Verhältnis habe als Czu G , wie gelehrt worden ist 
(SazIV.)« So ist auch das duplicirte ersteie Verhältnis 
Kleiner als das duplicirte leztere. Das erstere Verhältnis 
aber, nämlich von einer Seite zur andern, dupllcirt ist das 
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Verhältnis des einen Vieleks mm andern , well diese ähn- 
lich sind (E. VI, *0. )j das duplicirte Verhältnis von Cztt 
G aber ist das von C zu D { E. V. Def. 10. ) Folglich 
hat das darum beschriebene Vielek zu den darein beschrie- 
benen ein kleineres Verhältnis als C zu D , und daher um 
so viel mehr ein kleineres als E zu R 

Ebenso wird man beweisen , dass, wenn zwo unglei- 
che Grossen und ein Kreisausschnitt gegeben sind , sich ein 
Vielek um den Ausschnitt und ein anderes ihm ahnliches 
darein beschreiben lasse, so dass das darum beschriebene 
zu dem darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis ha- 
be als die grössere Grösse zur kleineren. 

Femer ist auch offenbar, dass, wenn ein Kreis oder 
ein Kreisausschnitt und ein Raum gegeben sind, es möglich 
sey | durch Einschreibung gleichseitiger Vielcke in den 
Kreis oder Kreisausschnitt , und sofort in die Übrig blei- 
benden Abschnitte , endlich Abschnitte des Kreises oder 
Kreisausschnitts Übrig zu behalten , die zusammen kleiner 
sind als der Vorgelegte Raum» EHa ist nämlich in den 
lementen (XII* a) gelehrt. 



-i:ij&-nmdrM'Ä i* ##1 Fig. * 
Es ist aber ZU beweisen fl dass auch, wenn ein 

Kreis oder Kreisausschnitt und ein Raum gege- 
ben sind , ein Vielek um den Kreis oder Kreisaus- 
schnitt sich beschreiben lasse, so dass die nach 
der UmfchreÜiang übrig bleibenden Abschnitte 
kleiner seyen*ls der gegebene Raum. » _ ji 

Wenn dis vom Kreis bewiesen ist, so wird sich ein 
ähnlicher Sefeiuss auch auf den Kreisausschnitt übertragen 



möglich um den Kreis ein Vielek zu beschreiben , so dass. 
die zwischen dem Kreis und dem Vielek übrig bleibenden 
Abschnitte kleiner styeu als der Raum B. 

k Es sind nämlich zwo ungleiche Grössen , die grössere 
dir Raum uttd der Kreis zusammen genommen , die kleine- 
re aber der Kreis. Man beschreibe demnach ein Vielek um 



den Kreis und eines darein , so dass das darum beschriebene 




B 
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w de» darum beschriebeaen ein kleineres 
be t als die genannte grossere Grosse zur kleineren (Saz 
VI.). Dieses darum beschriebene Vielek wird dasjenige* 
seyn, welches Reste übrig lasst, die kleiner als der gege- 
bene Raum fi uMk x ) - ß m 

Denn da das darum beschriebene Vielek zu dem darein 
beschrie beaen ein kleineres Verhältnis hat als beyde der 
Kreis und der Raum B zusammen zum Kreis »• der Kreis, 
aber grösser ist als das darein beschriebene ; so hat um sor 
viel mehr das darum beschriebene Vielek zum Kreis ein klei- 
neres Verhältnis als beyde der Kreis und der Kaum B zusam- 
men zum Kreis. Folglich haben auch getrennt die Reße vom 
darum beschriebenen Vielek zum Kreis ein kleineres Ver- 
hältnis als der Raum B zum Kreise hat ; mithin sind die Re- 
ste von dem darum beschriebenen Vielek kleiner als der 1 
Raum B. < - r.rSBVrj', 

Oder auch: >Da das darum beschriebene' Vieiek tum*, 
Kreis ein kieinerea Verhältnis bat als dfirr Kreits und der 
Raum B zusammen ztim Hre&s so ist jetoe« (Vielek kleiner 
als die beyden leztern zusammen;, ' fplgüclj liifld auch die 
Reste kleiner als der Raum B. 

Eben so verhalt Ä ^ch ^mit dem lÄeisausschnitt. 

iM TW «^cVS "Vitt Pia r V T9(f£ ?: 

^ . Wenn in einen gteichfcchenkMcheb Kbgfcl «eiff 
ne Pyramide besch rie ben wird $ die ei ne gleic hse i- 
tige Grundfläche hat, so ist ihre Oberfläche ohne 
die Grundfläche eineh* Qreyek^glfäcfc.^ dessent 
Grundüaie dem.\)mfm& .der Gru^^he.^ich 
und deffen Höhe dm ¥0fi 4er Spiza^feajpe Seite de*. 

Grundfläche gefällte Loth ist. . *J 

Es s«*y ein gleichsch'enkfichör 'Kegdv^ößArvGrundfla- 
che der Kreis ABC , Und in derselben^ sety #ine Pyramider 
beschrieben , die zur Grundfläche das gleichseitige Dreyek 
ABC habe. Ich behaupte , dass ihre Oberfläche ohne diei 
Grundfläche dem erwähnten Dreyek gleich sey f * 

Denn da der Kegel gleicbschenklich und die Grund flä^ 
che der Pyramide gleichseitig ist, so sind die Höhen der 
Seitenflächen der Pyramide einander gleich- Diese Dreye* 
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-fce haben -mm Grundlinien die .Aß, BC , CA, und die 
erwähnte Höhe. Folglich sind diese Dreyeke , das ist , die 
Oberfläche der Pyramide ohne das Dreyek ABC, gleich ei- 
nem Dreyek , dessen Grundlinie den ÄB , BC 0 0A zusam- 
men, und dessen Hohe das genannte Loth ist, > ^ 

Deutlicher so (F/g.#.) : Es sey ein gleichschenklicher 
Kegel , dessen Grundfläche der Kreis ABC und dessen Spi- 
ze der Punkt D sey t und in dem Kegel eine Pyramide be- 
schrieben , welche zur Grundfläche das gleichseitige Dreyek 
ABC habe. Man ziehe DA , DB, DC. Ich behaupte, 
dass die Dreyeke ADB, ADC , BDC einem Dreyek 
gleich seyen , dessen Grundlinie der Umfeng des Dreveks 
ABC, das Loth aber von seiner Spize auf die Grundlinie 
dem von D auf BC gefüllten Lothe gleich ist. 

Denn man fälle die Lothe DK , DL, DM; so sind 
diese einander gleich. Und es sey das Dreyek EFG, des- 
sen Grundlinie EF dem Umfang des Dreyeks ABC , das 
Loth GH aber dem DL gleich sey. Da nun das Rechtek 
BCy.DK doppelt so gros ist, als das Dreyek DBC, auch 
das Rechtek ABXDl, doppelt so gros als das Dreyek 
ADB , und das Rechtek ACX DM doppelt so gros als 
das Dreyek ADC\ so ist das Rechtek aus dem Umfang des 
Dreyeks ABC , das ist £F. upd DL , das ift GH, doppelt 
so gros als die Dreyeke ADB, BDC, ADC. Aber das 
Rechtek JEFX GH ist auch doppelt so gros als rfa"sl?revek 
EFG. Folglich ist das Dreyek EFG den Dreyeken AÜB, 
BDC 9 AÜC zusammen gleich. 

i Sa z IX. Fig. g. 

f Wena um einen gleichschenklichen Kegel 
eine Pyramide beschrieben wird, so ist die Ober- 
fläche derselben ohne ihre Grundfläche einem 
Dreyek gleich, das eine Grundlinie gleich dem 
Umfang der Grundfläche und zur Höhe die Seite 
des Kegels hat. 

Es sey ein Kegel , dessen Grundfläche der Kreis ABC 
sey , und um denselben eine Pyramide beschrieben , so dass 
ihre Grundfläche , nämlich das" Vielek DEF um den Kreis 
ABC beschrieben sey. Ich behaupte , dass die Oberfläche 

B 2 
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der Pyramide ohne die Grundfläche dem erwlhnten Drey- 

ek gleich sey. 

Denn da die Axe des Kegels anf der Grundfläche , d. i. 
auf dem Kreis ABC senkrecht steht , und die vom Mittel- 

Eunkt des Kreises an die Berührungspunkte gezogene gerade 
inien auf den Tangenten senkrecht sind ; so sind auch die 
von der Spize des Kegels an dieBernhrungspunktegezogen* 
gerade Lipien auf uE 9 FE 9 FD senkrecht (E.XI, 1U 
fonv,). Auch sind die eben erwähnte senkrechte Linien 
GA, GB % GC einander gleich; denn sie sind Seiten des 
Kemels. Nun sey HKL ein Dreyek, dessen Grundlinie 
HK den Umfang des Dreyeks und dessen Höbe LM der 
GA gleich sey. Da nun das Rechtek DEX Gedoppelt so 
gi- os ist als das Dreyek EDG , ferner das Rechtek VFX 
i}B doppelt so gros als das Dreyek DGF 9 und das Recht- 
ek EFX GC doppelt so gros als das Dreyek EGF; so ist 
das Rechtek aus HK und GA, das ist IM, doppelt so 

fros als die Dreyeke EDG, FDG 9 EGF. Das Rechtek 
IKXLM aber ist auch doppelt so gros als das Dreyek 
LKH. Daher ist die Oberfläche der Pyramide ohne Ihre 
Grundfläche einem Drevek gleich, das eine Grundlinie 
Leich dem Umfcng von DEF und zur Höhe die Seite dej 
egels hat. 



S a z X. Fig. 10« 

Wenn in dem Kreis , der die Grundfläche eines 
gleichschenklichen Kegels ist , eine Sehne gezogen 
wird , und von deren Endpunkten gerade Linien 
an die Spize des Kegels gezogen werden ; so ist 
das von der Sehne und den an die Spize gezoge- 
nen geraden Linien eingeschlossene Dreyek klei- 
ner als die zwischen den an die Spize gezogenen 
geraden Linien befindliche Kegeloberfläche. 

Es sey eines gleichschenklichen Kegels Grundfläche 
der Kreis ABC , seine Spize D ; im Kreise sey die Sehne 
AC 9 und von der Spize aus nach A 9 C die DA f DC ge- 
zogen. Ich behaupte , dass das Dreyek ADC kleiner sey 
als die zwischen AD 9 DC befindliche Kegeloberflacbe, * 

Man halbire den Bogen ABC inB, und riebe AB 9 CB 9 DB; 
fo werden die Dreyeke ABD 9 BCD zusammen grosser 
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sey» t al« das Dreyek ABC •). Ea sey mm ff der Ue- 
berschnss der genannten Dreyeke über das Dreyek ADC. 
So ist H entweder kleiner als die Abschnitte ÄB t BC, 
oder nicht, 

Es sey fürs erste H nicht kleiner. Da nun »wo Fla- 
chen sind, nämlich die zwischen AD, DB befindliche 
Kegeloberfläche nebst dem Abschnitt. AE& und die des 
Dreyeka A0B , welche die nämliche Grenze haben , näm- 
lich den Umfang des Dreyeks ADB ; so ist die einschlief- 
sende grösser als die eingeschlossene (Angen. Saz 4.)} 
also die zwischen AD, DB befindliche Kegeloberflache 
nebst dem Abschnitt ARB grosser als das Dreyek ABB. 
Eben so ist auch die zwischen BD, DQ befindliche nebst 
dem Abschnitt BFC grösser als das Dreyek BDC. Folg- 
lich ist die ganze Kegeloberfla^he (zwischen A&% DC) 
nebst dem Raum H: grösser als die erwähnten Dreyeke* 
Diese Dreyeke aber sind gleich dem Dreyek ADC nebst 
dem Kaum #» Man nehme den gemeinschaftlichen Raum 
fi hinweg ; so ist der Rest , die Kegeloberflache zwischen 
i^^lJ^^ f grosser &ls dexs ^^jtc^ de ^^E/j£&^ 

Nun sey H kleiner als die Abschnitte AB % BC. Wenn 
man die B&gen AB, BJC baibirt, ihre Hälften wieder bal- 
birt , und so fort ; so wird man Abschnitte übrig behal» 
ten, die kleiner sind, als der Raum H(SazVl Zus.). seyen 
die Abschnitte über AE, EB, BF, FC diese übrigbe- 
haltenen, und man ziehe DE, DF* So ist wiederum 
ebenfalls die Kegeloberfläche zwischen AD, DE nebst 
dem Abschnitt tW AE grösser als das Dreyek AD£; 
die zwischen ED, DB nebst dem Abschnitt über EB 
grösser als das Dreyek EDB (Angen. Saz 4). Folglich 
die Oberfläche zwischen AD, DJS nebst den Abschnitten 
über AE, Eß grösser als die Dreyeke ADE, EDB\ 
find da , wie gezeigt worden , die Dreyeke AQE, EDB 

*) Eine von IX an G die Mitte von AC gezogene gerade Linie steht auf AC 
senkrecht (E. \U , ioCm), und. baibirt den, Winkel ADC ; und es ist DB = 
DA > DG (E.1, 19), Winkel ADB=CDB> ADG (E, XI, so), auch ADB -V 
ADG <%* (C XI, ai.)- Hieran. läst sich zeigen , das« A AI»> A ADO 

4 Denn man denke ilch dieselben in einer Ebene (Fig. ^M. und »ehe BG; 
to wird diese zwischen BD, BA «allen. Nun ist scWel A EDB: AEDG all 
A EAB : A EAG , daher auch (E.V, 1») A ADB : A ADG ss BEvEG (E. VT.O, 
Da aber BD> DG, so ist. wenn DF den Winkel BDG halbirt, HF> Ffc& 
VI , 3), und um so viel mehr BE> EG. Folglich auch A ADB > A ADÖ. 
Eben so ist A CDB > A CDG. Folglich A ADB + ACDB> A A0U 
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grösser sind f als das Dreyek ADB ;"fc<y?stumfo vielmehr 
die Kegeloberfläche zwischenX.0 , DB nebst den Abschnit- 
ten über AE, EB grosser als das Dreyek ADE. Aus 
dem nämlichen Grund ist auch die Kegeloberfläche zwischen 
BD, DO nebst den Abschnitten über DF 9 FC grosser als 
das Dreyek BDC. Folglich ist die ganze Oberfläche zwi- 
schen AD , DC nebst den genannten Abschnitten grösser 
als jdie Dreyek e ABD, DBC. Diese sind nun dem Dreyek 
ADC und dem Raum H gleich : und die genannten Abschnitr 
te sind kleiner als der Raum H. Mithin ist die übrigblei- 
bende Oberfläche zwischen AD , DC grosser als das Drey- 
ek ,4DC. 

S a z XI. Fig. Ii. s 

Wenn an den Kreis, der die Grundflache eines 
Kegels ist, Tangenten gezogen werden, die in der 
nämlichen Ebene mit dem Kreise liegen und zusam* 
menstossen , von den Berührungspunkten aber 
und den Punkten, wo die Tangenten zusammen- 
gössen, an die Spize des Kegels gerade Linien ge- 
zogen werden; so sind die von den Tangenten und 
den an die Spize desKegeJs gezogenen geraden Lir 
nien eingeschlossenen Dreyeke grösser als die zwi- 
schen denselben befindliche Kegeloberfläche. 

vr^Es sey ein Ke^el, dessen Grundfläche der Kreis ABC 
und dessen Spize E sey. Man ziehe an den Kreis die Tan- 
genten AB, DC in 3er nämlichen Ebene mit ihm, und 
Vpm Punkt 25, der Spize des Kegels, nach A, D,C die 
geraden Linien EA , ED f EC. Ich behaupte , dass die 
Dreyeke ADE, DEC grosser seyen als die Kegel Oberfläche 
zwischen den geraden Linien ÄE, EC und dem Bogen 
ABC. 

. Man halbire den Bogen ABC in B , ziehe an den Kreis 
die Tangente GBF. welche mit AC parallel seyn wird 
( E.III, 27. 32.' 1 , 27. >, und von G , F nach E die gera- 
den Linien GE, FE Da die GD , DF grosser suv i als 
GF, so sind, wenn man GA, FC hinzusezt, die AD . 
DC grösser als AG, GF, FC. Und da AE , EB, EC 
Seit*Q des gleiehschenklichen Kegeis sind , so sind sie 
gleich. Sie stehen aber auch senkrecht auf den Tangenten; 



Digitized by Google 



IS 



denn es fsf offenbar , das* die - Von der Spize des gerad- 
stehenden Kegels an den Berührungspunkt der Grundfläche 
gezogene gerade Linie auf der Tangente senkrecht steht. 
(E.III, 18. XI, ioConv.). Und die von diesen senk- 
rechten Linien und den Grundlinien der Dreyeke AED t 
DCE eingeschlossenen' Recht eke zusammen sind grosser 
als die von den nämlichen senkrechten Linien und den 
Grundlinien der Dreyeke AGE, GEF r FEC einge- 
schlossenen ; denn die AG , GFmFC zusammen sind klei- 
ner als Cff\ "DA , und ihre Höhen sind gleich. Daher sind 
auch, -die Dreyeke .AED , DCE zusammen grosser als die 
Dreyeke AEG , GFE , FEC zusammen* Der Ueberschuss 
der Dreyeke AED, DCE über die Dreyeke AEG , GFE, 
FEC sey nun der Raum A Dieser Raum ist entweder klei- 
ner als die übrig bleibenden Abschnitte AGB , BFC oder 
nicht, ti * «y i ,i, \ , . . 

_ sey fürs erste nicht kleiner. Da npn hier 2\vo «u-. 
sammengesezte Flächensitjd , die' eine <5ie Oberfläche der 
Pyramide , welche'das Trapezium AGFÖ zur Grundfläche 
und den Punkt E zur Spize hat, die andere die Kegelober- 
fläche zwischen AE,£€ nebst den* Abschnitten AGB, 
BFCj welche einerley Grenze haben , nämlich den Umfang 
de?t)reyeks AEG so .ist plelÖberfläche der Pyramide oh- 
ne das 4 Dreyek AEC grosser als die Kege loberilache nebst 
* dem Abschnitt ABC ( Angen. Saz 4.),- Man nehme den ga-, 
meinsenafdichen Abschnitt ABC hinweg« So sind die Oh 
hrig" bleibenden Dreyeke AGE, GE^F* FEC. nebst den 
Abschnitten AGB / tiFC grösser als die Kegeloberflache 
zwischen AE 9 £G Nufi ist aber der Raum ii nicht WeP 
tter als die Abschnitte AGB \ BFC. Also sind um so viel- 
mehr die Dreyeke AGE , GEF> FEC nebst dem Räume H 
grOsser als die Kegeloberlläche zwischen AE % EC. Die 
Dreyeke AGE, (>i^F, ivEC'nebstdetrt^üm Haber sind 
die Dreyeke AED% DEC. Folglich *md die Dreyeke 
AED , DEC grösser als die erwähnte Kegeloberflache. 

V*£s sey nun der Raum H kleiner als die Abschnitte^ 
So" wird man durch fortgesezjte Beschreibung vonVieleken 
um die Abschnitte , indem man nämlich die übrig gebliebe- 
nen Bögen gleichfalls fialbift und an dieselbe Tangenten zieht, 
Abschnitte Übrig behalten , welche zusammen kleiner sind 
aJs der Raum Ä(Saz VUAi Dis sey geschehen, und esseyeo« 
AMK+KNB , BOL, £PCdie Abschnitte, welche kleiner 
se jMn^kff, Man ziehe <fi* übrigen Li*en nach £ So sindL 
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Wiener offenbar die Dreyeke AQE, GEF 9 FEC grtxset 
als die Dreyeke AEM 9 MEN 9 NEO. OEP 9 PEC% 
denn die Grundlinien der ersten sind grösser als die der 
leztern , ihre HDhen aber gleich. Ferner ist ebenfclls wie- 
der die Oberflache der Pyramide , welche zur Grundfläche 
das Vielek AM NO PC und ihre Spize in £ hat, ohne 
das Dreyek AEC grosser als die Kegeloberfläche zwischen* 
AE> EC nebst dem Abschnitt ABC. Man nehme den ge- 
meinschaftlichen Abschnitt ABC hinweg. So sind die tt- 
brigbleibenden Dreyeke AEM t MEN, AJEO, OEP, 
PEC, liebst den Abschnitten AMK 9 KNB 9 BOL, 
LPG grosser als die Kegeloberfläche zwischen AE 9 EC. 
Nun aber ist der Raum H grösser als die gedachten Abschnit- 
te • und vermöge des bewiesenen sind auch die Dreyeke 
AGE 9 GEF 9 FEC grösser als die Dreyeke AEM, MEN 9 
NEO, OEP 9 PEC. Also sind um so Viel mehr die 
Dreyeke AGE, GEF, FEC nebst dem Raum H , das 
ist, die Dreyeke ADE, DEC grösser als die Kegelober* 
fläche zwischen den geraden Linien AE % EC 

1 Saz XIL Fig. v. 

Wenn auf der Oberfläche eines «radstehen« 
denCylinders zwo gerade Linien befindlich sind, 
so ist die zwischen diesen geraden Linien befind- 
liche Cylinderoberflache grösser als das Parallelo- 
gramm» welches von den in der Oberfläche des 
Ä - ,: - J ers befindlichen und den die Endpunkt J ~ 
verbindenden geraden Linien 




Es sey ein geradstehender Cylinder, dessen Grundflä- 
che der Kreis AB sey, Welchem der Kreis CD gegenü- 
ber liegt 5 und es seyen die geraden Linien AC 9 BD ge- 
zogen. Ich behaupte , dass die von den geraden Linie» 
AC 9 BD abgesöhnittene Cylinderoberfläche grösser sey, 



Man halbire die beydeti Bögen AB , CD in den. Pank*; 
ten £, F 9 und ziehe AE 9 EB 9 CF, FD. Da tieAE* EB 
zusammen grösser sind als AB % und die über ihnen stehenden 
Parallelogramme gleiche Hohen haben ; so sind die Parallelo- 
gramme, die zu Grundlinien AE 9 EB und einwiey Hö- 
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he mit dem Cy linder haben , grösser als das Parallelogramm 
ABDC. Sie seyen grosser um den Raum O. Dieser 
ist entweder kleiner als die ebenen Abschnitte AE * £ß> 
CF, FD oder nicht. 

Er sey fürs" erste nicht kleiner. Da die von den ge* 
radeh Linien AC, BD abgeschnittene Cylinderoberfläche zu- 




deren Höhe, mit der des Cylihders einerley ist. und deÄ 
Dreyeken ÄEB % CFD bestehende Fläche die Ebene des 
Parallelogramms ABDC zur Grenze hat, und eine die an- 
dere eiuschliesst , und beyde gegen die nämliche Seite hohl 
Sind $ so ist die von den geraden Linien ÄC f 2?JÖ attae- 
abgeschnittene Cylinderoberfläche zusarhmt den ebenen Ab- 
schnitten AEB, CFD grösser als die aus den zu .Gfuh<Ui* 
nien AE 9 EB und einerley Höhe mit den Cy linder hatien-^ 
den Parallelogrammen und den Dreyekeh AjpB » £FD zU- 
.samthengesezte Fläche (Ahgen. Saz 4). Man hehrhe 3te ' 

f eraeinschaftlichen Dreyeke AEB , CFD hinweg .Sö ist 
ie Übrig bleibende vört den geradeji Linien AC \ &Q "ab- 
geschnittene Cyliiideroberlläche nebst den ebenen Abschnif- 
ten AE, EB, CF, FD grösser als die aus den FarattS- 
logrammen, die zu Gründlinien AE, EB und eirjserjey Hö- 
he mit dein Cy linder haben , zusämtpenges^zte Ffache. 
Diese Parallelogramme aber* die AE, 'EB zti :C)run^nnien 
und die Höhe des Cvlihders haben * sirid gleich <ten' Paral- 
lelogrammen ACDB Und dem Raum G. Folglich ist>ü<ih 
die übrigbleibende von den geraden Linien AÖ^BlO ab- 
geschnittene Cylinderoberfläche grösser als das Parallele 

#mm4CD& ^, §< 7';.V /.. t 

Ndn sey der Raum G kleiner als die ebe^eh.Abschuit- 
te AE. EB, CF, FD, Man halbire jeden der Böge» AE, 
EB, CF, FD in den Punkten H/ ff, L, M, und zieTiö 
AH, HE, EK, KB, CL, LF. FM, MD. Sb wird 
von den ebenen Abschnitten AE, EB, CF, FD nichts 
niger als die Helft« , nämlich idie Dreeke AHE, EKB, 
CLF, FMD hinweggenommeh. Wenn dis so fortgesezt 
Wird, so wird man eine Summe von Abschnitten übrigbe- 
halten , die kleiner als der Räum G sfcyri Wird (Zuf. zu S t VL); 
Man wird sodenn ebenfalls beweisen können ^i^Ate?^ 
taUelogramme , die zti Gtüttdllttiefl : ÄH 9 HE;'EK\ KB 
Und einerlei fi&he ttiit Äfe CyÄfläd» haßöÄ^ 
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als die Parallelogramme, die AE, EB zu Grundlinien 
und einerley Hohe mit dem Clünder haben. Und da so 
.wohl die von den geraden Linien AC , BD abgeschnitte- 
ne Cylinderoberfläche Zusammt den Abschnitten AEB t 
CFD\ als auch die aus den Parallelogrammen, welche AH % 
J/£, EK , KB zu Grundlinien und einerley Höhe mit 
dem Cvlinder haben ■ und aus den geradlinichen Figuren 
AH EKB , CLFMD zusaminengesezte Fläche zur Grenze 
hat die Ebene des Parallelogramms ACDB; (so ist die 
erstere Fläche a\f die einschliessende grösser als die leztere). 
lVlan nehme die gemeinschaftlichen geradlinichen Figuren 
AH EKB , CLFMD hinweg, so bleibt die von den ge- 
raden Linien AC, BD abgeschnittene Cylinderoberfläche 
znaammt den ebenen Abschnitten AH , tiE % EK , KB, 
CL , LF, FM , MD grösser als die aus den Parallelo- 
grammen , welche AH, HE, EK, KB zu Grundlinien 
und einerley Höhe mit dem Cy linder haben, bestehende 
Fläche. Die Parallelogramme aber, welche AH, HE, 
EK, KB % zu Grundlinien und einerley Höhe mit dem 
linder haben, sind grösser als die Parallelogramme, wel- 
e AE, EB zu Grundlinien und auch einerley Höhe mit 
i Cvlinder haben. Folglich ist auch die von den eera- 

Linien AC, BD abgeschnittene Cylinderoberfläche 

sammt den ebenen Abschnitten AH, HE, EK, KBg 
LF, FM, MD grösser als die Parallelogramme, 
Jie AE, EB zu Grundlinien und einerley Höhe mit 
,^iä Cvlinder haben. Die Parallelogramme aber, welche 
AE, EB tu Grundlinien, und einerley Höhe mit dem Cv- 
linder haben , sind gleich dem Parallelogramm ACDB und 
dem Kaurn G. Folglich sind die von den geraden Linien 
AC, BD abgeschnittene Cylinderoberfläche und die ebe- 
nen Abschnitte AH, HE, EK, KB, CL, LF, FM, 
MD grösser als das Parallelogramm ACDB und der 
Raum G. Nun nehme man die Abschnitte AH, HE, EK, 
KB, CL, LF, FM, MD weg, welche kleiner sind als 
'der Raum G. So ist mitbin die übrigbleibende von den 
geraden Linien AC , BD abgeschnittene cvlindrische Ober- 
flache grosser als das Parallelogramm ACDB. 
■ . . . 

, So z XVI Fig. 13. 

Wenn in der Oberfläche eines geradstehen- 
den Cyli#id«rs zw#-geiad* Linien sich befinde^, 
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und von deren Endpunkten an die Kreise , welche 
die Grundflächen des Cyliöders sind, Tangenten 
gezogen werden , w eiche in den Ebenen dieser 
Kreise liegen und zusammen treffen ; so sind die 
von den Tangenten und den Seiten des Cylinders 
eingeschlossenen Parallelogramme grösser als die 
Zwischen den in der Oberfläche des Cylinders 
stehenden geraden Linien befindliche Cylindero- 
berfläche. 

Es sey der Kreis ABC die Grundfläche eines gerad* 
stehenden "Cylinders und in dessen Oberfläche zwey gerade 
Linien ♦ deren Endpuntte A , C seyen ; und iu A t C seyen 
in der Ebene des Kreises Tangenten an denselben gezogen. 
So ist zu erweisen , dass die y.on den Tangenten und den 
Seiten des Cylinders eingeschlossenen Parallelogramme 
j*rt>$ser sind als die auf ABC stehende CyUnderoberfmche. 

Man ziehe die Tangente EF, und von den Punkten 
E, F gerade Linien parallel mit der Axe des'Cylinders bis 
an dje Ebene der andern Grundfläche. Die. von AG, GC 
und denSeiten des Cylinders eingeschlossen enParallelogram- 
mesindnun grösser als die. von AE, EF,'FCund den Seiten 
Cylinders eingeschlossenen; denn da die EG, GF grösser 
sind als EF, so sind, wenn man die gemeinschaitlicheri 
AE, J?P*mzutagt, die ganzen AG, GC grosser als die 
AE, EF f FC, Die ersteren seyen grösser als die lez- 
tern um den Raum K. So ist die Helfta des Raums K ent- 
wedeV grösser als die Von den geraden Linien AE, EF 
FC und den Bögen AB , BC eingeschlossenen Figuren 
öder nicht 

Sie sey fürs erste grösser. Nun hat die aus den Pa- 
rallelogrammen , die auf AE, EF, FC stehen, dem Tra- 
tezium AEFC und dem ihm in der Ebene der andern 
Grundfläche gegenüberliegenden zusammengesezte Fläche 
swr Grenze den umfang des Parallelogramms auf AC, Aber 
auch die aus der über demJ3 o?en ABC stehenden Cy linder- 
Oberfläche, dem Abschnitt ABC und dem ihm gegenüber- 
liegenden zusammengesezte Flache hat den nämlichen Um* 
fang zur Grenze. Die gedachten Flächen haben demnach 
die nämliche Grenze, welche sich in einer Ebene befindet, 
eine von ihnen umschliesst die andere zum Theil,. und fr 

C % 
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fien Thcil haben sie gemeinschaftlich. Die eingeschlossen« 

ist nun kleiner ( Angen. Saz 4. ). Wenn man also das , was 
sie gemeinschaftlich haben , den Abschnitt ABC und deti 
ihm gegenüberliegenden wegnimmt; so ist die Cylindero- 
berflache auf dem Bogen ABC kleiner als die aus den Pa- 
rallelogrammen, die auf AE, EF, FC stehen , den Figu- 
ren AEB, BFC und den ihnen gegenüberliegenden zusam» 
mengesezte fläche. Die flächen der genanuten Parallelo- 
gramme aber nebst den genannten Figuren sind kleiner 
als die aus den Parallelogrammen auf AG , GC zusammen- 
gesezte Fläche ; denn die erstem Parallelogramme waren 
nur mit dem Raum K t welcher grosser als die Figuren 
ist, den leztern gleich. Folglich sind die von AG, GC 
und den Seiten des Cylinders eingeschlossenen Parallelo- 
gramme grösser als die Cylinderoberfläche auf dem Bogen 
ABC % 

Ist aber die Helfte von K nicht grösser als die genamw 
ten Figuren; so ziehe man Tangenten an den Kreis, so 
dass die übrigbleibenden Figuren Kleiner als die Helfte von 
K werden (Saa Vit) ; so wird das übrige ebenso wie im 
Vorigen bewiesen \yerden. 

Nachdem nun diese Sitze erwiesen sind , so Ist ausser 
dem schon gesagten klar , dass , wenn in einen gleich«* 

schenklichsq Kegel eine Pyramide beschrieben, 
wird , die .Oberfläche der Pyramide ohne ihre 
Grundfläche kleiner sey als die Kegeloberfläche. 

Denn jedes der die Pyramide einschliessenden Dreye-» 
ke ist .kleiner als die zwischen den Seiten des Dtryeks 
befindliche Kegeloberfläche . ( Saz }(. ) ; dahpr auch die 
ganze Oberfläche der Pyramide ohne ihre Grundfläche kJei- 
ner als. die ganze Oberfläche des Kegels ohne seine Gruna* 
fläche," 

•. .... 

Und das« , wenn um einen gleichschenkUchei* 
Regel eine Pyramide beschrieben wird , die Ober-i 
fläche der Pyramide ohne ihre Grundfläche grösser 
sey als die Oberfläche des Kegels ohqe seine 
Grundfläche (SazXf. ) 

Ferner ist aus dem bisherigen klar : dass , wenn in 

ger?i4stehend?r4 Cyhadep ger^stehenr 
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des Prisma beschrieben wird, die aus den Paralle- 
logrammen zusammengesezte Oberfläche des Pris* 
ma Weiner sey als die Oberfläche des Cylinders oh- 
jie $eine Grundfläche, Denn jedes Parallelogramm 
des Prisma ist kleiner als die «darauf stehende C ylindero- 
berfläche .(Sa* XII.) 

Und dass, wenn um einen geradstehenden Cy-» 
linder ein Prisma beschrieben wird,, die aus Paral- 
lelogrammen bestehende Oberfläche des Prisma 
grösser sey als die Oherfläche des Cylinders ohne 
**iue Grundfläche («k XIIl.), 



■ S a x XIK Fig % 14, 

Jedes geradstehenden Cylinders Oberfläche* 
ohne seine Grundfläche ist einem Kreise gleich, 
dessen Halbmesser die mittlere Proportionallinie 
zwischen der Seite des Cylinders und dem Durch- 
messer seiner Grundfläche ist 



Es sey der Kreis A die Grundfläche eines geradste» 
Menden Cylinders, und dem Durchmesser des Kreises A 

Proportionallmlefund 
B der Kreis t dessen Halbmesser gleich ist G. So ist zu 
beweisen, dass der Kreis B de* Dberflfrcbe des CyHnder* 
Ohne dessen Grundfläche gleich «ey, . 
• ; i i";r . ^ ... ..*.,» * 

:Wena er ihr. nicht gleich ist» so ist er grösser oder 
kleiner als dieselbe. Er sey fürs erste kleiner, wenns 
möglich ist Da nun hier zwo ungleiche Grössen sind, 
die Oberfläche des Cylinders" uüd der Kreis B\ so lässt 
sich ein gleichseitiges Vielek um den Kreis B und ein 
inde/es darein beschreiben 4 so dass das darum beschriebene 
Lum darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis als die 
JberflSche des* Cylinders zum Kreis C hat ( Saz VI. ), 
3an gedenke sich diese darum und darein beschrieben» 
und beschreibe um den Kreis A eine geradliniche Figur 
ähnlich der um B beschriebenen , und über ihr ein Pris- 
ma ; welches um den Cylinder beschrieben seyn wird. Dem, 
pmfang der gerad^inichei* Figur W den &re*a 4 sey die 
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ITD," der KD die LT gWMi • und Cr die Helfte vom 
So ist das Dreyek KDT der um den Kreis 4 be- 
schriebenen geradlinichen Figur gleich , da seine Grundlinie 
ihrem Umfang , seine Hohe dem Halbmesser des Kreises A 
gleich ist ; das Parallelogramm EL aber gleich der ObeN 
fläche des um den Cylinder beschriebenen Prisma f da es von 
der Seite des Cylinders und einer dem Umfang der Grund- 
fläche des Prisma gleichen geraden Linie eingeschlossen 
ist. Es sey ER m EF; so ist das Dreyek FRL dem Pa- 
rallelogramm EL, mithin auch der Oberfläche des Prisma 
gleich, 

■ 

Da nun die) um die Kreise A , B beschriebenen gerade 
linichen Figuren einander ähnlich- sind, so verhalten sie 
sich wie die Quadrate ihrer Halbmesser CE. XU, 1 Cor.) Also 
AÄTD : geradl. Figur um den Kreis B m TDl x : ; denn 

TD. Q- sind den Halbmessern gleich. Aber TD* l G<\ = TD : RF' 9 

denn G 'st die mittlere PropoftiewuTmie zwischen CD, EF, daher auch zwV 
f\ scheo TD, RF. Weil närahch DT=»TC, REsEF, «o ist CD^äTD, RFa? 
»FE, und CD:TD=sRF:FE. TD X RF=CD X FE = Gq ; mithin TD: G= 
G ; RF, und TD:RF=TD^:G q , weil, wenn drey gerade Uhien proportiofc 
nirt sind, wie die erste *ur* dritten, so eine geradliniche FiRur auf der er*** 
2M einer ähnlichen und ahnliph Hegenden auf d« »weyten aich verhalt 
<E. VI, 20 Cor. 2), 

1 * . • iV* • »| 

- Und TD : RF« kKTD : ARLF, * KDs=tr. 

' ^ Folglich &KTD : geradU Figur um den Kreis B * 
AKTD : AÄXF; mithin ist das Dreyek KLFder geradf 
linichen Figur um den Kreis B gleich. Folglieh ist auch 
die Oberfläche des um den Cylinder A beschriebenen Pris- 
ka de* um den Kreis B beschriebenen gerädlinlchÄ Fi- 
gur gleich, i 

Da nun die um den Kreis B beschriebene gerädlinicl 
Figur rü der darein beschriebenen ein kleineres VerhäU 
tiis hat als die Oberfläche des Cylinders A »um Kreis B j 
so hat auch die Oberfläche des um den Cylinder A be- 
schriebenen Prisma zu der in den Kreis B beschriebenen 
geradlinichen Eigur ein kleineres Verhältnis als die Oberflä- 
che des Cylinders A zum Kreis B und verwechselt; wel- 
ches nicht möglich ist. Denn die Oberfläche des um den 
Cylinder beschriebenen Prisma ist vermöge des erwiesenen 
(SazXV.Zuß,) grosser als die Oberfläche de» Cylm T 
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ifeW die üi den Kreis fi beschriebene geracHinlche Figur 
aber ist Kleiner als der Kreis B. Der 'Kreis fi ist also nicht 
kleiner als die überiliche des Cylinders« 



r • Vi . * 



i-Et sey nun grösser , wenn« möglich ist. Man gede> 
Jie sich wieder eine geradliniche Figur in den Kreis B und 
eine andere darum beschrieben , so dass die darum beschrie- 
bene zu der darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis 
T»be als der Kreis B zurOberflache desCylinders (Saz Vl.t) 
Man beschreibe iti den Kreis A ein dem in den Kreis B be- 
schriebenen ähnliches .Vielek , und über demselben ein Pris- 
ma. Nün sey wieder KD dem Umfang des in den Kreis 
" beschriebenen Vieleks und ihr FL gleich. So wird das 
reyek KTD grösser seyn als das in den Kreis A beschrie- 
bene Vielek , weil seine Grundlinie der Umfang des leztera 
^nnd seine Höhe grösser ist als das vom Mittelpunkt auf 
eine "Seite des Vieleks gefällte Loth ; das Parallelogramm 
EL aber ist der aus Parallelogrammen bestehenden Ober- 
flache des Prisma gleich, weil es von der Seite desCylin- 
ders und .einer geraden Linie, die gleich ist dem Umfang 
jdtß Vieleks , welches des Prisma Grundfläche ist , einge- 
schlossen wird. Folglich ist auch das Dreyek ULF gleich 
<ler Oberflache des Prisma. Und da die in die Kreise A 9 B 
beschriebene Vieleke einander ahnlich sind, so verhalten 
aie sich wie die Quadrate der Halbmesser derselben. £ber 
auch die Dreyeke KTD , FRL verhalten sich wie die 
i(£padrate jener Halbmesser. Folglich bat das in den Kreis 
A beschriebene Vielek zu dem in den Kreis B beschriebe- 
nen das nämliche Verhältnis wie das Dreyek KTD zum 
1 Dreyek LFH. Das in den Kreis A beschriebene VieJek 
aber ist kleiner als das Dreyek KTD. Folglich ist auch 
das iti -dem Kreis B beschriebene Vielek kleiner als das 
Dreyek FRL, mithin auch kleiner als die Oberflache des 
in den Cylinder beschriebenen Prisma ; welches unmöglich 
ist*. Denn da das um den Kreis B beschriebene Vielek zu 
dem darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis hat als 
der Kreis B zur Oberflache des Cy linders > und verwech- 
selt ; das um den Kreis B beschriebene Vielek aber grösser 
ist , als der Kreis B ; so ist auch das in den Kreis B be- 
schriebene Vielek grösser als die Oberfläche des Cyünders, 
folglich ( Saz XIII. Zus. ) anch grösser . als die Oberflä- 
che des Prisma« Der Kreis S ist also riefet grösser afc die 
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Oberfläche des Cylinders. Nun ist aber bewieset! * dass er 
auch nicht kleiner sey. Er' ist ihr also gleich *)* 



» m m m 



S a z XK Fig. 15. 

Jedes gleichschenklichen Kegeis Oberfläche 
öhrlö seihe Gründfläche iöt «nein Kreise gifeich , 
dessen Halbmesser die mittlere Proportiönalliiiie 
ist zwischen dfcr Seite des Kegels und dem Halb- 
messer des Kreises , welcher des Kegels Grundflä- 
che ist* • 

Es sey ein gleichschenklicher Regei , dessen Grundflä- 
che der Kreis A sey , und dessen Halbmesset C* Der Seite* 
des Kegels sey t) gleich * und E die mittlere Proportiö- 
nallinie zwischen C und JD. Ferner sey B ein Kreis , des- 
sen Halbmesser gleich sey £♦ Ich behaupte , dass der 
Kreis ß der Obtrläche des Kegels ohne dessen Grundfläche 
gleich sey. « 

Denn wäfe et ihr nicht gleich, so ist er entweder 
grosser oder kleiner. Er sey fürs erste kleiner. So sind 

zwo ungleiche Grössen * die Oberfläche des Kegels und 

/ . • . _ • • ■» 

• ■ 

*) Folgerungen. 

t. Auf gleichen Grundflächen stehende cylindrische Ober- 
flächen verhalteh sich wie ihre Seiten oder Höhen- 

ft. Gleich hohe cylindrische Oberflächen Verhalten steh 
Wie die Durchmesser der Grundflächen* 

Cylindrische Oberflächen sind im zusammengesezteü 
Verhältniss ihrer Seiten und Durchmesser. 

4. Aehfcliche cylindrische Oberflächen sind im duplicir- 
ten Verhältnis ihrer Seiten oder Durchmesser. » 

g. Bey gleichen cylindrischen Oberflächen verhalten sich 
die Seiten umgekehrt wie die Durchmesser ; und 
Wenn die Seiten sich timgekehrt verhalten wie die 
Durchmesser , so sind die Oberflächen gleich» 

t)*nn da die Cylindrischett Oberflächen sich verhalten wie die Kreise, de- 
nen sie gleich sind, und die Kreise wie die Quadrate ihrer Durchmesser, 
diese Quadrate aber den Rethteken aus den Seiten und Durchmessern der 
Cylir.d fleich sind, uui die ßechteke die erwähnten Eigenschaften hafati 
(& VI, 1.23 H-h *rh«ö*ff Üji tögeftlUrten Fblg«rnnge*i: * 
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der Kreis B , von welchen die Oberfläche des Kegels die 

frOssere ist , und es lässt sich ein gleichseitiges Vielek um 
en Kreis B und ein ähnliches darein beschrieben , so dass 
das darum beschriebene zu dem darein beschriebenen ein 
kleineres Verhältnis habe als die Oberfläche des Kegels 
zum Kreis B. Man gedenke sich ein dem um den Kreis B 
beschriebenen ähnliches Vielek um den Kreis A beschrieben, 
und errichte auf demselben eine Pyramide , welche einer- 
ley Spize mit dem Kegel habe. Da nun die um die Kreise 
A, B beschriebenen Vieleke einander ähnlich sind, so 
verhalten sie sich wie die Quadrate ihrer Halbmesser , das 
ist, wie das Quadrat von C zum Quadrat von E, das ist, 
wie C zu D. Aber wie C zu D , so verhält sich das um 
den Kreis A beschriebene Vielek zur Oberfläche der um 
den Kegel beschriebenen Pyramide; denn C ist dem Loth 
vom Mittelpunkt auf eine Seite des Vieleks , D aber der - 
Seite des Kegels gleich, (und C, -Dsind die Grundlinien) 
der Umfang des vieleks aber ist die gemeinschaftliche Hö- 
he der Parallelogramme , welche das doppelte jener Flächen 
sind (Bew. des S. IX). Folglich hat die um den Kreis A 
. beschriebene geradliniche Figur einerley Verhältnis zu der 
um den Kreis B beschriebenen und zur Oberfläche der um 
den Kegel beschriebenen Pyramide. Die Oberfläche der Py- 
ramide ist daher der um den Kreis B beschriebenen gerad- 
linichen Figur gleich. Da nun die um den Kreis S be- 
schriebene geradliniche Figur zu der darein beschriebenen 
ein kleineres Verhältnis hat als die Oberfläche des Kegels 
zum Kreis B, so hat die Oberfläche der um den Kegel be- 
schriebenen Pyramide zu der in den Kreis B beschriebenen 
* geradlinichen Figur ein kleineres Verhältnis als die Oberflä-^ 
che des Kegels zum Kreis B ; welches unmöglich ist. Denn' 
die Oberfläche der Pyramide ist , wie bewiesen worden 
( Saz Xlll. Zus. ) , grösser als die Oberfläche des Kegels , 
und die in den Kreis B beschriebene geradliniche Figur ist 
kleiner als der Kreis B. Der Kreis B ist also nicht kleiner 
als die Oberflache des Kegels. 

Ich behaupte , dass er auch nicht grosser sey. Denn 
er sey grosser, wenns möglich ist. Man gedenke sich 
wieder ein Vielek in den Kreis B und ein anderes 
darum beschrieben , so dass das darum beschriebene 
zu dem darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis 
habe , als der Kreis B zur Oberfläche des Kegels ; in den 
Kreis A gedenke man sich ein dem in den Kreis JS.beschrie- 
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benen ähnliches Vielek beschriehen , und beschreibe aüf 
demselben eine Pyramide, welche einerley Spi7e mit dem 
Kegel habe. Da nun die in die Kreise A , B besc hriebenen 
Vieleke einander ähnlich sind , so verhalten sie sich wie 
die Quadrate der Halbmesser derselben ; das eine Vielek 
verhalt sich demnach zum andern wie C zu D. C aber 
hat zu D ein grösseres Verhältnis als das in den Kreis A 
beschriebene Vielek zur Oberfläche der in den Kegel be- 
schriebenen Pyramide (SazIX); denn der Halbmesser des 
Kreises A hat zur Seife des Kegels ein grösseres Verfikltniss 
alsdasLoth vom Mittelpunkt auf eine Seite des Vieleks zum 
Loth von der Spize des Kegels auf die Seite des Vieleks •). 
Daher hat auch das in den Kreis A beschriebene Vielek zu 
dem in den Kreis B beschriebenen ein grosseres Verhältniss 
als zur Oberfläche der Pyramide. Die Oberfläche der Py- 
• ramide ist also grösser als das in den Kreis B beschriebene 
Vielek. Es bat aber das um den Kreis B beschriebene Viel- 
ek zu dem darein beschriebenen ein kleineres Verhältniss als 
der Kreis B zur Oberfläche des Kegels. Folglich hat um so 
viel mehr das um den Kreis B beschriebene Vielek zur O- 
berfläche der in den Kegel beschriebenen Pyramide ein 
kleineres Verhältniss als der Kreis B zur Oberflache des Ke- 
gels; welches unmöglich ist; denn das um den Kreis B be- 
schriebene Vielek ist grösser als der Kreis B , die Oberflä- 
che der Pvramide im Kegel aber ist kleiner als die OberfLr- 
che des Kegels (Saz XIII. Zus.). Folglich ist der Kreis B 
auch nicht grösser als die Oberflache des Kegels. Nun ist 
bewiesen worden, dass er nicht kleiner sey. Er ist ihr 
also gleich •*)• 



*) Es *ey (Fig. 51) der Kreis MKFH die Grundfläche eines Kegels, dessen Spiz© 
L, und in denselben ein gleichseitiges Vielek FKH beschrieben. AG sey das 
Loth vom Mittelpunkt auf KH, so ist LG das Loth von der Spize ( E. XI, 
«. Conv. ). Nim wird AM: ML> AG : GL seyn. 

Denn man ziehe der ML die GN parallel ; so ist AM : ML = AG : GN , und 
CtfKGL, daher AM:ML> AG-.GL. Eutociua. 

^Folgerungen. 

1. KegeloberflA'chen auf gleichen Gründlichen verhalten 
sich wie ihre Seiten ( E. XII , 2. VI, 1. ). 

2. KegelöberfUchen , welche gleiche Seiten haben , ver- 
halten sich wie die Durchmesser ihrer Grundflächen 

•(E.VI, x> 
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Saz XVI. Fig. 15. 

" Iedes gleichschenkliclien Kegels Oberfläche 
verhält sich zu seiner Grundfläche wie die Seite 
des Kegels zum Halbmesser der Grundfläche des 
Kegels. 

Es sey ein gleichschenklicher Kegel, dessen Grund- 
fläche der Kreis A sey. Dem Halbmesser dieses Kreises 
sey die C , der Seite des Kegels die D gleich. So ist zu be- 
weisen, dass die Oberfläche des Kegels zum Kreis A sich 
Verhalte wie die D zu der C. 

Denn man nehme zwischen C, D die mittlere Pro- 
portionallinie £\ und seze einen Kreis ff, dessen Halbmes- 
ser Her E gleich sey. So ist der Kreis B der Oberfläche 
des Kegels gleich , wie im vorhergehenden Saz gezeigt wor- 
den ist. Auch lässt sich zeigen , dass der Kreis B zum 
Kreis A sich verhalte wie die D zu der C : denn jedes 
dieser Verhältnisse ist einerley mit dem des Quadrats von 
E7\\m Quadrat vonC(E. Vi. 20. XII, 2.), weil Kreise sich 
zu einander verhalten wie die Quadrate ihrer Durchmesser, 
und ebenfalls wie die Quadrate ihrer Halbmesser , (E. VI, 22) 
indem die Durchmesser sich verhalten wie ihre Helften, das 
ist wie die Halbmesser ; den Halbmessern aber sind die 
£, C gleich. Mithin verhält sich auch die Oberfläche des 
Kegels zum Kreis A wie die D zu der C. 

, Sa z XVll Fig. 16. 

Wenn ein gleichschenkliger Kegel durch ei- 
ne seiner Grundfläche parallele Ebene geschnitten 
wird, so ist die zwischen den zwo parallelen .E- 
benen enthaltene Kegeloberfläche einem Kreise 

v * . • ; _ - 

& Kezelöberflächen sind im zusammengesezten Verhält- 
■ niss ihrer Seiten und der Durchmesser ihrer Grundflä- 
chen ( E. VI , 23.)- _ „ . . 
: 4. Ähnliche* Ke£eloberflächen sind im duplicirten Ver- 
hältniss ihrer Seiten oder Durchmesser (E. VI , 20> 
5. Wenn Kegeloberflächen gleich sind , so tmd ihre bei- 
ten und Durchmesser umgekehrt proportionirt; und 
wenn diese umgekehrt proportionirt sind , so sind jene 
gleich (E. VI, r 4 -). 



» 
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gleich , dessen Halbmesser die mittlere Proportio- 
nallinie ist zwischen der Seite des Kegels, die zwi- 
schen den parallelen Ebenen ist, und der geraden 
Linie, welche den Halbmessern der in den paralle- 
len Ebenen liegenden Kreise zusammengenommen 
gleich ist. 

Es sey ein Kegel , dessen durch die Axe gehendes 
Dreyek dem ABC gleich sey , nm der von einer seiner 
Grundfläche parnllelen Ebene geschnitten werde , wodurch 
der Schnitt DE entstehe. Die Axe sey BG. Ferner 
seze man einen Kreis , dessen Halbmesser die mittlere 
Proportionallinie sey zwischen AD und DF+AG, und 
es sey H dieser Kreis. Ich behaupte , dass der Kreis H 
der zwischen DE, AC befindlichen Kegeloberfläche gleich 
sey. 

• 

Denn man seze die Kreise L* K, so dass das Quadrat 
vom Halbmesser des Kreises K dem Rechtek BDF . das 
Quadrat vom Halbmesser des Kreises L dem Rechtek BAG 
gleich sey ; so ist der Kreis L der Oberfläche des Kegels 
ABC, der Kreis K der Oberfläche des Kegels DBE gleich 
( Saz XV. E. VI , 17). Und da das Rechtek BAG m BDF 
+ ADX (DF+AG), weil DFmit AG parallel ist •), 
das Rechtek BAG aber = dem Halbmesser des Kreises L 9 
Rechtek BDF= dem Quadrat vom Halbmesser des Kreises 
K , Rechtek DA X (DF4-AG) = dem Quadrat vom 
Halbmesser des Kreises H; so ist das Quadrat vom Halb- 
messer des Kreises Zugleich den Quadraten der Halbmesser 
der Kreise K , H; folglich auch der Kreis L gleich den 
Kreisen K, H (E. XII, 2 Cor. V, 24.). Aber der Kreis 
L ist der Oberfläche des Kegels BAC , der Kreis K abct 
der Oberfläche des Kegels DBE gleich. Folglich ist die 
übrigbleibende zwischen den parallelen Ebenen DE, AC 
enthaltene Kegeloberfläche dem Kreise H gleich. 

L e h n s ä z e. 
I. Kegel von gleichen Hohen verhalten sich wie ihre 



•) Denn BA : AG = BD : DF , daher BD X AG = BA X DF^= BDF + ADF, und, BD 
X AG + DAG , das ist BAG — BDF + ADF + DAG = BD F+ AD X ( DF + AG) 
(E. II, 1). E u t o c hl s. Der in den Ausgaben den» XVIL Saat vorangeickik. 
te Lehnsaa ist wohl unächt. *,*' * 
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Grundflächen , und Kegel von gleichen Grundflächen wie 
ihre Höhen (E. XII, il. 14.)» 

2. Wenn ein Cylinder von einer seiner Grundflä- 
che parallelen Ebene geschnitten wird , so verhält sich 
ein Cylinder zum andern wie eine Axe zur andern ( E» 
XII, 13.). 

3. ) Kegel, welche einerley Grundflächen mit Cylin- 
dern haben, verhalten sich wie die Cylinder (E. XII, 
10. V, 15.). 

4. Grundflächen und Höhen gleicher Kegel sjnd um-» 
gekehrt proportionirt; und diejenige, deren Grundflächen 
und Höhen umgekehrt proportionirt sind , sind gleich (E. 
XII, 15.)- 

5. Und Kegel, deren Durchmesser der Grundflächen 
sich verhalten wie ihre Axea, das ist, wie ihre Höhen, 
haben zu einander das triplicirte Verhältniss der Durch- 
messer ihrer Grundflächen ( E. XII , 12. ). 

Alle diese Säze sind von den Geometern vor mir be- 
wiesen worden. 1 

S a z XP7I1. Fig. 17. 

Wenn von zwey gleichschenklichen Kegeln 
des einen Oberfläche der Grundfläche des an- 
dern , und das vom Mittelpunkt der Grundflä- 
che des ersten auf die Seite des Kegels gefällte 
Loth der Höhe des andern gleich ist; so wer> 
den die Kegel gleich seyn. 



Es seyen ABC , DEFzwey gleichschenkliche Kegel, 
ttnd die Grundfläche des Kegels ABC sey gleich der Ober- 
flache des Kegels DEF, die Höhe des ersten AG aber 

f leich dem vom Mittelpunkt H der Grundfläche des an- 
ern auf eine Seite DE desselben gefällten Loth KH; so 
behaupte ich , das* die Kegel gleich seyen. 

Denn da die Grundfläche des Kegels ABC gleich ist 
der Oberfläche des Kegels DEF 9 gleiche Grössen aber zur 
nämlichen einerley Verhältniss haben ; so verhält sich die 
Grundfläche des BAC zur Grundfläche des DEF wie die 
Oberfläche des DEF zur Grundfläche des DEF: diese O- 
berfläche aber verhalt sich zu dieser Grundfläche wie DE 
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zu EH ; denn es ist bewiesen worden ( Saz XVI ) , dass 

{'edes Kegels OberflffcJie zu seiner Grundfläche sich ver- 
falt wie die Seite desselben zum Halbmesser seiner Hrund- 
fläche , das ist , wie DE zu EH. Aber DE : EH 
DH:HK; denn die Dreyeke sind gleich winküch : auch 
ist HK = AG. Demnach verhält sich die Grundfläche des 
Kegels BAC zur Grundfläche des DEF wie die Höhe des 
DEF zur Höhe des ABC; mithin verhalten sich die 
Grundflächen der Kegel ABC , DEF umgekehrt wie ihre 
Höhen , und daher ist (Lehnsaz 4) der Kegel BAC detn 
DEF gleich. 

1 

S u z XIX. Fig. i8- 

ledern aus gleichschenklichen Kegeln zusam- 
mengesezten Rhombus ist ein Kegel gleich, des- 
sen Grundfläche der Oberflache des einen jener 
Kegel und dessen Höhe dem von der Spize des 
andern Kegels auf eine Seite des ersten gelallten 
Loth gleich ist. * " . , 

Es sey ABCD ein aus; zwey gleichschenklichen Ke- 

feln zusammengesezten Rhombus, der zur Grundfläche 
abe den Kreis um den Durchmesser BC und zur Hohe 
AD, Man seze einen andern Kegel GHK , dessen Grund- 
fläche dex Oberfläche des Kegels A BC und dessen Hohe 
dem vom Punkt D auf die AB oder ihre Verlängerung ge- 
fällten Loth gleich sey. Das Loth sey DF, HL die Hohe 
des Kegels , des Kegels GHK f und dieifL der DF gleich. 
Ich behaupte, dass der Kegel dem Rhombus gleich sey. 

Denn man seze einen andern Kegel MNO, dessen 
Grundfläche der Grundfläche des Kegels ABC und dessen 
Höhe der AD gleich sev. Seine Höhe sey NP. Da 
nun NP « AD , so ist NP : DE ~ AD : DE. Aber 
(Lehns. 1) wie die AD zu der DE , so verhalt sich 
der Rhombus ABCD zum Kegel BjCD (E. V. 24), und 
wie NP zu DE, so verhält sich der Kegel MNÖ zum 
Kegel BCD ; der Kegel MNO ist also dem Rhombus AB 
CD gleich. Da nun die Oberfläche des Kegels ABC der 
Grundfläche des GHK gleich ist; so verfrält sich dieO* 
berfläehe des ABC zu seiner Grundfläche wie die Grund- 
flache des GHK zur Grundfläche des MNO, welche lez- 
tere nämlich der Grundfläche des ABC gleich ist. Aber 
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* 

wie die Oberfläche des ABC zu seiner Grundfläche, so 
verhält sich AB zu ÄE (Saz XVI) , das ist , AD zu DF; 
denn die Dreyeke sind ähnlich. Folglich verhalt sich die 
Grundfläche des Kegels GHK zur Grundfläche des Ke- 
gels MNO wie AD zu DK Aher AD ist vermöge der 
Voraussezung = NP und DF = LH; mithin verhält sich 
die Grundfläche des Kegels GHK zur Grundfläche des Ke- 
gels MNO wie die Höhe NP zu der HL , die Grundflä- 
chen und Höben der Kegel GHK, MNO sind umgekehrt 
proportionirt , und daher diese Kegel gleich ( Lehns. 4. ). 
Es ist aber bewiesen worden , dass der Kegel MNO dem 
Rhombus ABCD gleich sey ; folglich ist auch der Kegel 
GHK dem Rhombus ABCD gleich. 

Saz XX Fig. 19. 

Wenn ein gleichschenklicher Kegel durch ei- 
ne seiner Grundfläche parallele Ebene geschnitten, 
auf dem hiedurch entstehenden Kreis ein Kegel , 
der seine Spize im Mittelpunkt der Grundfläche 
hat, beschrieben, und der hiedurch entstandene 
Rhombus von dem ganzen Kegel weggenommen 
wird; so wird dem Ueberrest ein Kegel gleich 
seyn, dessen Grundfläche der zwischen den paral- 
lelen Ebenen befindlichen Kegeloberfläche und des- 
sen Höhe dem vom Mittelpunkt der Grundfläche 
der ersten Kegels auf eine Seite desselben gefällten 
Loth gleich ist. 

Es sey ABC ein gleichschenklicher Kegel, der von 
einer seiner Grundfläche parallelen Ebene geschnitten wer- 
de , wodurch der Schnitt DE entstehe. Der Mittelpunkt 
der Grundfläche sey F, und auf dem Kreis um den Durch- 
messer DE ein Kegel beschrieben , der F zur Spize habe» 
So wird BDFE ein aus gleichschenklichen Kegeln zusam- 
mengesezter Rhombus seyn. Nun seze man einen Kegel 
KF1L , dessen Grundfläche der zwischen DE, AC befind- 
lichen Kegeloberfläche und dessen Höhe den vom Punkt F 
auf AB gefällten Loth FG gleich sey. Ich behaupte, dass, 
wenn vom Kegel ABC der Rhombus BDFE hinwegee- 
nommen gedacht wird, dem Ueberrest der Kegel KHL 
gleich seyn werde. 
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Denn man seze zwev Kegel MNO , POR t so 
dass die Grundfläche des MKO der Oberfläche des Kegels 
ABC und seine Höhe der FG gleich sey ; daher denn der 
Kegel MNO dem Kegel ABC gleich seyn wird : denn wenn 

von xwey gleichschenklichen Kegeln des einen Oberfläche der Grundfläche des 
andern , and das vom Mittelpunkt der Giuudnache des ersten auf eine Seite des. 
selben getollte Loth der Hüne des andern gleich ist, so sind die Kegel gleich 

(SmXVIU.); die Grundfläche des Kegels POR aber der Ober- 
fläche des Kegels BDE und seine Hohe der FG gleich 
sey; daher denn der Kegel. PQR dem Rhombus BDFE 
gleich ist, vermöge des erwiesenen (Saz XIX). Da nun 
Sie Oberfläche des Kegels ABC aus der Oberfläche des B 
DE und der zwischen DE. AC befindlichen besteht, die 
Oberfläche des Kegels ABC aber der Grundfläche des Ke- 
gels MNO , die Oberfläche des BDE der Grundfläche des 
PQR , und die zwischen DE, AC befindliche der Grund- 
fläche des Kegels HKL gleich ist : so ist die Grundfläche 
des MNO den Grundflächen der HKL / PQR zusammen 
gleich. Ung die«e Kegel haben einerley Höhe* Folglich 
ist der Kegel MNO den Kegeln KHL , PQR zusammen 
gleich (Lelms, i. E. V, 24.). Aber der Keeel MNO ist 
dem Kegel ABC, der Kegel PQR aber dem Rhombus BD 
EF gleich. Folglich ist der übrigbleibende Kegel HKL 
dem Ueberreste gleich. 

Saz XXL Ftg. 20: 

^ 7 enn von den einen Rhombus zusammense- 
zenden gleichschenklichen Kegeln der eine durch 
eine seiner Grundfläche parallele Ebene geschnitten, 
auf dem hiedurch entstehenden Kreis ein Kegel, 
der die nämliche Spize mit dem andern jener Ke- 
gel hat, beschrieben, und der hiedurch entstan- 
dene Rhombus von dem ganzen hinweggenom- 
men wird; so ist dem Ueberrest ein Kegel gleich, 
dessen Grundfläche der zwischen den parallelen 
Ebenen befindlichen Kegeloberfläche und dessen 
. Höhe dem von der Spize des andern Kegels auf die 
Seite des ersten gefönten Loth gleich ist. 

Es sey ABCD ein aus gleichschenklichen Kegeln zu- 
satnmengesezt er Rhombus, und der eine Kegel werde durch 
eine der Grundfläche parallele Ebene geschnitten , und der 
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Itorchschnitt sey EF 9 auf dem Kreis um den Durchmesser 
£F aber sey ein Kegel beschrieben , der den Punit D zur 
Spize habe ; so wird hiedureh der Rhombus EBFD ent- 
standen seyn , und man gedenke sich diesen von dem gan- 
zen Rhombus hin weggenommenen. Man seze ferner einen 
Kegel HKL, dessen Grundflache der zwischen AC, EF 
befindlichen Oberfläche und dessen Hohe dem vpm Punkt 
D auf die BA oder ihre Verlängerung gefällten Loth gleich 
sey. Ich behaupte, dass der Kegel HKL dem erwähnten 
Ueberrest gleich sey. 

Denn man seze zwey Kegel MNO t PQR, und die 
Grundfläche des Kegels MNO sey - der Oberflache des Ke- 
gels ABC , seine Hohe der DG gleich; daher denn ver- 
möge des bewiesenen (Saz XIX) der Kegel MNO dem 
Rhombus ABCD gleich ist: die Grundfläche des Kegels 
PQR aber sey der Oberfläche des Kegels EBF, und seine 
Höhe der DG'gleicb; daher ebenfalls der Kegel PQR dem 
Rhombus EBFD gleich ist. Da nun wiederum die Ober- 
fläche .des Kegels ABC aus der des EBF und der zwischen 
£F, AC befindlichen besteht, die Oberfläche des Kegels 
ABC aber der Grundfläche des MNO, die Oberfläche des 
Kegels EBF der Grundfläche des Kegels PQR , und die 
twischen EF f AC befindliche der Grundfläche des Kegels 
HKL gleich ist; so ist die Grundfläche des MNO den 
Grundflächen der PQR, HKL zusammen gleich, und da 
die Kegel die nämliche Höhe haben , auch der Kegel MNO 
den Kegeln HKL, PQR gleich (Lehns. i.). Aber der 
Kegel MNO ist dem Rhombus ABCD , der Kegel PQR 
dem EBFD gleich. Folglich ist auch der übrigbleibende 
Kegel HKL dem übrigbleibenden Reste gleich. 

" Sa z XXIL Fig. 24. 

• *« . 

Wenn in einen Kreis ein gleichseitiges Viel- 
ek von einer geraden Anzal Seiten beschrieben 
Wird, und die Seiten des Vieleks durch Sehnen 
verbunden werden, welche irgend einer Sehne, 
auf der .zwo von diesen Seiten stehen, parallel 
sind; so höben alle diese Sehnen zusammengenom- 
men zum Durchmesser des Kreises das njmliche 
VerhJÜtais, welch** Sehne, auf der eine we* 
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nigerals die halbe Anzäl der Seiten Steht > wrSe^ 
te des Vieleks hat. 

Fs Fey ein Kreis ABCD , und in demselben ein Vielek 
ABFBOHCMNDLK beschrieben, und die geraden Li- 
nien EK< FL, BD, GN, HM gebogen , welche offen- 
bar der Sehne , auf welchen zwo Seiten des Vieleks stehen 
parallel sind (E. 111 , 2«. I, Ich behaupte , das«, 

alle diese geraden Linien zusammen zum Durchmesser des 
Kreises AC das nämliche Verhältnis« haben , wie CE zu EA+ 

Denn man ziehe Ek, LB, CD* HN. So ist die 
FK Her EA , die DL der fK , die DG der BL , die HN 
der DG, und die CM der HAT parallel (E. III, 28- *7- 
I. 27.). Und da die zwo EA, KF parallel und die bey- 
den EK, AP gezogen sind, so ist EO:OA = KO:OP 
( E. VI, Tor.); ebenso ist KO:OP = t Q: ?P, FQ: 
OP=QL:QR, .OL: QR = BS:SR, BS:S x R = St): 
ST, Sb:$T= GVi VT> GV\ VT=NV: VW, NFt 
rW=*HX: XW, HX: XW = MX: XC. Nun ver- 
halten sich alle Vorderglieder zu allen Hintergliedem wte 
eines zu einem (E* V , i*. ). Also EO : OA ~EK + FL 
4- BD 4- GN+ HM: Durchmesser AC* Aber EO : OA 
~CE:EA (E. VI, K. 4.). Folglich CE:EA**EK+ 
FL + BD + GN + HM : Durchmesser AC. 

Sa* XXIIL Fig. 2n 

Wenn in einen Kreisabschnitt ein Vielek be- 
schrieben Wird, welches ohne die Grundlinie eine 
gerade Anzal gleicher Seiten hat , und der Grund- 
linie des Abschnitts parallele Sehnen gezogen 
werden , welche die Seiten des Vieleks verbinden ; 
so bat die Summe aller dieser Sehnen und der hal- 
ben Grundlinie zür Höhe des Abschnitts das näm- 
liche Verhältniss wie die vom Durchmesser dös 
KrdSes an die Seite des Vieleks gezogene gerade 
Linie zur Seite des Vieleks. 

Es sey im Kreis ABC eine gerade Linie i*C gezogen., 
und auf der AC in den Abschnitt ABC ein Viele* von ei- 
ner geraden Anzal gleicher Seiten ohne die Grundlinie AC 
beschrieben ; ferner seyen die geraden Linien FG, EH, 
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gezogen, welche der Grundlinie des Abschnitts parallel 
sind. Ich behaupte, dass die FG. £//, AO zusammen 
zu BO sich verhalten wie DFzn FB, 

• 

Denn man ziehe wiederum die geraden Linien OE 9 
HA ; so sind diese der BF parallel. Daher KF: KB 
X^K : KL = EM: ML « MH : MN=OA : ON. Nun 
verhalten sich alle Vorderglieder zu den Hintergliedern 
wie eines zu einem (E. V, 12X Mithin FG + EH + AO 
zBO=;FK:KB. Aber FK:KB~DF:FB (E.,VI, 8- 
4. ). Folglich J)FiFB==FG+ EH+ AO : j§0, 

* S a z XXIV. Fig. 22. 

Es sey in einer Kugel ein gröster Kreis ABCD und 
in diesen ein gleichseitiges Vielek beschrieben , dessen 
Seitenanzal . von der Zal 4 gemessen werde *). Die 
AC 9 BD seyen Durchmesser. Wenn nun der Kreis ABCD 
mit seinem Vielek um den unverrükten Durchmesser AC 
herumgedreht wird , so wird offenbar seine Peripherie auf 
der Oberfläche der Kug«^ sich bewegen , die Winkel des 
Vieleks aber, ausgenommen die bev den Punkten A 9 C 
werden sich in Peripherien von Kreisen bewegen , die in 
der Oberfläche der Kugel auf dem Kreis ABCü senkrecht 
beschrieben sind , und deren Durchmesser <Jie der BO na* 
rallelen die Winkel des Vieleks verbindenden geraden Li- 
nien seyn werden. Die Seiten des Vieleks aber werden sich 
in KegeJoberflachen bewegen; die Seiten AF 9 AN nämlich 
in der Oberfläche eines Kegels, dessen Grundfläche der 
Kreis um den Durchmesser f!A r und dessen Spize A ist; 
die Selten GF 9 MN in der Oberfläche eines Kegels , des- 
sen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser GM und 
dessen Spize der Punkt ist, in welchem die Seiten GF 9 
MN verlängert mit einander und mit AC zusammen tref- 
fen ; die Seiten BG , DM in der Oberfläche eines Kegels, 
dessen Gnmdflache tier Kreis um den Durhmesser BD, 
welcher auf dem Kreis ABCD senkrecht steht, und dessen 
Spize der Punkt ist, in welchem die BG, DM verlän- 
gert mit einander und mit CA zusammentreffen. Ebenso 
werden auch die Seiten in der andern Halbkugel sich in 
ähnlichen Kegeloberflächen bewegen. Nun wird in die Ku- 



Durch diese Bedingung wird erhalten % dass jede Seite des Vieleks bey ih- 
Itf Umdrehung um den Durchmesser in einer KegeloberfUthe , keine ü> * im > r 
•yündriscben sich bewegt. Em 
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gel eine von den genannten Kegeloberflächen eingeschlos- 
sene Figur beschrieben seyn, deren Oberfläche klei- 
ner seyn wird , als die Oberfläche der Kugel. 

Denn da die Kugel von der durch BD gehenden auf 
dem Kreis ABCD senkrecht stehenden Ebene getbeilt ist,' 
so liaben die Oberflächen der einen Halbkugel und die 
Oberfläche der darein beschriebenen Figur einerley Gren- 
zen in einer Ebene : die Grenze bevder Oberflächen näm- 
lich ist die PeVipherie des auf dem Kreis ABCD senkrecht 
stehenden Kreises um den Durchmesser BD; und beyde 
sind g«gen einerley Seite hohl , und die eine Oberfläche 
ist von der andern und der einerley Grenzen mit ihr ha- 
benden Ebene eingeschlossen. Daher ist ( Angen. S. 4) die 
Oberfläche der Figur in der Halbkugel kleiner als die O- 
berfläche der Halbkugel« Ebenso ist auch die Oberiläche 
der Figur in der andern Halbkugel kleiner als die dieser 
Halbkugel. Mithin ist die ganze Oberflache der Figur in 
der Kugel kleiner als die Oberfläche der Kugel. 

5 a z XX K Ftg. 23. 

Die Oberfläche der in die Kugel beschriebenen 
Figur ist einem Kreise gleich , von dessen Halbmes- 
ser das Quadrat dem von der Seite der Figur und 
derjenigen geraden Linie eingeschlossenen Recht- 
ek gleich ist, welche gleich ist den Sehnen zusam- 
men , die die Seiten des Vieleks verbinden und der 
Sehne parallel sind, auf welcher zwo Seiten des 
Vieleks stehen, , 

Es sey in einer Kugel ein groster Kreis ACBD und 
in denselben ein gleichseitiges Vielek beschrieben , dessen 
Seitenanzal von der Zal 4 gemessen werde. Und man 

f edenke sich durch das darein beschriebene Vielek eine 
igur in die Kugel beschrieben , und ziehe die EF 9 GH 9 
CD f KL, MN, welche der Sehne parallel sind f auf weU 
eher zwo Seiten stehen. Man seze einen Kreis O, von 
dessen Halbmesser das Quadrat dem Rechtek aus der AE 
und der geraden Linie gleich sey, welche den EF 9 GH 9 
CD, KL, MN zusammen gleich ist. Ich behaupte, dass 
dieser Kreis der Oberflache der in die Kugel beschriebenen 
Figur gleich sey. 



1 
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mnd das Quadrat des Halbmessers von P sey «■ dem Recht- 
ste aus EA und der Helfte von EF, des Halbmessers von 
O «c Rechtek aus EA und der Helfte von EF+GH, das 
des Halbmessers von R — Rechtek aus EA und der Helf- 
te von GH 4- CD , das des Halbmessers von S = Recht- 
ek aus EA und der Helfte von CD + KL , das des Halb- 
messers von T = Rechtek aus EA und der Helfte von KL 
+ MN, das des Halbmessers von V = Rechtek aus 2£4 
und der Helfte von MN. So ist der Kreis P der Oberflä- 
che des Kegels AEF$ der Kreis Q der Kegeloberfl'äche 
«wischen EF 9 GH; R der zwischen GH, CD; S der 
zwischen CD % KL; T der zwischen KL, MN, und V 
aer Oberflache des Kemels MBN gleich (Saz XV , XVII. ). 
Diese Kreise alle zusammen sind demnach der Oberfläche 
der in die Kugel beschriebenen Figur gleich. Und es ist 
offenbar , dass die Quadrate der Halbmesser der Kreise P , 
Q, R, $, T, V dem Rechtek aus AE und zweymal der 
Helfte von EF -f GH 4- CD + KL + MN, das ist, dem 
Rechtek [AE X ( EF 4- GH + CD + KL 4- MN) gleich 
lind. Aber auch das Quadrat des Halbmessers von O ist 
dem Rechek AE X ( EF + GH+CD + KL + MN) 
gleich; folglich gleich den Quadraten der Halbmesser der 
Kreise P, P, K, S, T, V, Folglich ist auch (E. XII. 
% V, 24) oer Kreis O den Kreisen P, Q, R 9 S. T, V 
gleich. Leztere sind nun der erwähnten Oberfläche der Fi- 
gur gleich bewiesen worden. Folglich ist auch der Kreis 
V der Oberfläche der Figur glei 



Saz XXVI Ftg. 74. 

Die aus Kegeloberflächen bestehende Ober- 
fläche der in die Kugel beschriebenen Figur ist 
kleiner als das Vierfache des grösten Kreises der 
Kugel. 

Es sey -in einer Kugel ein gröster Kreis! ABCD, und 
Jn demselben ein gleichseitiges vielek von einer geraden 
Anzal Seiten beschrieben , welche Anzal von der Zal 4 ge- 
messen werde , und man gedenke sich durch Umdrehung 
desselben die aus Kegeloberflächen bestehende Oberfläche 
beschrieben. Ich behaupte, dass die Oberfläche der in die 
Kugel beschriebenen Figur kiemer sey als das Vierfache des 
grösten Kreises der Kugel. 
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... 

Denn man rieh© die geraden Linien, 2ZK , HM, auf 
welchen 35 wo Seiten stehen, und die ihnen parallelen FL, 
BD , GN. Mart seze ferner einen Kreis H , von dessen 
Halbmesser das Quadrat dem Reehtek EA X (£K -4- FL 
+BD-\-GN-\-HM) gleich sey. So ist vermöge des vorhin 
bewiesenen (Saz XX V.) der Kreis der Oberflache der ge-« 
nannten Figur gleich. Und da , wie bewiesen worden ist 
(S.XXII.) die Summe EK+FL+BD+GN+HM : Durch-» 
messer AC*= CE\EA % so ist das Reehtek aus jener Sum- 
me und EA, das ist, das Quadrat des Halbmessers des Krei- 
ses R dem Reehtek ACE gleich. Aber das Reehtek ACE 
ist kleiner als das Quadrat der AC. Folglich ist das Qua- 
drat des Halbmessers des Kreises R kleiner als das Qua** 
drat der AC f und daher der Durchmesser des Kreises R 
Weiner als der doppelte Durchmesser des Kreises ABCDi 
mithin zweymal der Durchmesser des Kreises ABCD grös- 
ser als der Durchmesser des Kreises R % und viermal das 
Quadrat vom Durchmesser des Kreises ABCD, das ist» 
von AC grosser als das Quadrat des Durchmessers des Krei- 
ses R . Aber wie viermal das Quadrat von AC zum Qua-» 
drat vom Durchmesser des Kreises R , so verhaken sich 
vier Kreise ABCD zum Kreise R. Vier Kreise ABCD, 
sind also grösser als der Kreis R ; mithin ist der Kreis R 
kleiner als das Vierfache des gros.ten Kreises. Der Kreis R 
ist aber, wie bewiesen wurde, der- erwähnten Oberfläche* 
der Figur gleich. Folglich ist die Oberfläche d«r Figur klei-. 
D er als d^s Vierfache des grösten Kreises der Kugel* 

SazXXriI. fig. 2^ 

Der in die Kugel beschriebenen von den Ke- 
geloberflächen eingeschlossenen Figur ist ein Ke* , 
gel gleich, dessen Grundfläche der Oberfläche der 
in die Kugel beschriebenen Figur und dessen Hö* 
h.e dem vom Mittelpunkt der Kugel auf eine Seite 
des Vieleks gefällten Loth gleich ist 

Es sey die Kugel und der grosfee Kreis derselben ABCD 
und das übrige ebenso wie vorhin. Ferner sey R ein ge- 
radstehender l^gel, dessen Grundflä« he der Oberfläche der 
in die Kugel l escu/ Ubenea. Figw* und dessen Hohe dem 
vom Mittelpunkt der Kugel auf eine Seite des Vieleks g** 

■ 
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fällten Loth gleich: sey. So ist zu beweisen , dass der 
Kegel R der in die Kugel beschriebenen Figur gleich sey* 

Denn es seyen auf den Kreisen , deren Durchmesser 
NF, AfG> LH, KI sind, Kegel beschrieben >■ Welche 
den MittelpunKt der Kugel zur Spize haben; so entsteht 
ein körperlicher aus zwey Kegeln bestehender Rhombus , 
von welchen der eine den Kreis um NF Zur Grundfläche 
und den Punkt A zur Spize , der andere die nämlicbe Gruna- 
fläche und den Punkt X Zur Spize bat. Dieser ist einem 

-Kegel gleich, dessen Grundfläche der Oberflaehe des Ke- 
gels NAF und dessen Höhe dem von X auf die AF ge- 
fällten Loth gleich ist (Saz XIX). Wiederum ist der von 

'derkegeloberflkche, welche zwischen den durch NF, MG 
gehenden parallelen Ebenen liegt , und den Oberflächen der 
Kegel NFJC, MGXeihgeschlossehe Ueberrest vom Rhoni- 
bus einem Kegel gleich * dessen Grundfläche der zwischen 

'den parallelen Ebenen NF, MG befindlichen Kegeloberfla- 

-fche und dessen Höhe dem von Xauf die FG gefällten Loth 
gleich itt (Saz XXL). Femer ist der von der Kegelober 5 - 
fläche , welche z Wisclieh den durch MG , DB gebenden 
parallelen Ebenen liegt , und der Oberfläche des Kegels M 
JCG und dem Kreis um den Durchmesser DB eingeschlos- 
sene Kegelüberrest einem Kegel gleich , dessen Grundfläche 
der zwischen den Ebenen durch MG, DB befindlichen Ke*- 
gelöberfläche und dessen Höhe dem von Xauf die GB 
gefällten Loth gleich ist ( Saz XX. ). Ebenso sind auch 
in der andern Haibkugel der Rhombus KKCI und die 
Kegel Überreste so vielen und so grossen Kegeln gleich , 
als die eben genannten waren. Folglich ist auch offenbar 
die ganze in die Kugel beschriebene Figur allen den ge- 
gannten Kegeln zusammen gleich. Diese Kegel aber sind 
nleich dem Kegel R , weil dessen Höhe der Hohe" jedes 

* der genannten Kegel und seine Grundfläche ihren Grund- 
flächen zusammen gleich ist (Lehhs. I. V, 04.'). Folg- 
lich ist die iu die Kugel beschriebene Figur dem erwähn- 
ten Kegel gleich, 

^ « ' Saz XXprtil. Fig. atf, 

Die in die Kugel beschriebene voü den Kegel- 
. Oberflächen eingeschlossen^ Figur ist kleiner als das 
Vierfache eines Kegels , dessen Grundfläche dem 
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Sösten Kreis der Kugel und dessen Höhe de» 
albmesser der Kugel gleich ist 

Denn es sey R der Kegel, welcher der in die Kug€l 
beschriebenen Figur gleich ist, dessen Grundfläche der O- 
berfläche der darein beschriebenen Figur und dessen Höh« 
dem vom Mittelpunkt des Kreises auf eine Seite des dar- 
ein beschriebenen Vieleks gefällten Loth gleich ist (Saz 
XX VII. ). Ferner sey O der Kegel, dessen Grundfläshe 
dem grösten Kreis der Kugel und dessen Hohe dem Halb« 
\ messer des Kreises ^IBCiTgleich ist. 

Weil nun die Grundfläche des Kegels R der Oberfläche 
der in die Kugel beschriebenen Figur und seine Hohe dem 
Von X auf AF gefällten Loth gleich ist. die Oberfläche 
der in die Kugel beschriebenen Figur aber, wie bewiesen 
worden (Saz XXVI.)» kleiner ist als das Vierfache des 
grösten Kreises der Kugel ; so ist die Grundfläche des Ke- 
gels R kleiner als das Vierfache der Grundfläche des Ke- 
gels O. Es ist aber auch die Höhe des Kegels R kleiner 
als die Höhe des Kegels O. Da demnach die Grundfläche 
des Kegels R kleiner als das Vierfache der Grundfläche 
des Kegels O und seine Höhe kleiner als die des leztern 
ist; so ist auch der Kegel R selbst kleiner als das Vierfache 
des Kegels O. Der Kegel R aber ist der in die Kugel be- 
schriebenen Figur gleich. Folglich ist die in die Kugel be- 
schriebenen Figur kleiner als das Vierfache des Kegels O 0 

Saz XXIX. Big. 2 ? . 

. Es sey in einer Kugel ein gröster Kreis ABCD, and 
um denselben ein gleichseitiges und gleichwinkliches Viel- 
ek beschrieben f dessen Seitenanxal von der Zal 4 gemes- 
sen werde. Dieses um den Kreis beschriebene Vielek scblies- 
se ein darum beschriebener mit dem ABCD concentrischer 
Kreis ein. Nun drehe sich um die unverrükt bleibende EG 
die Ebene EFGH herum, in welcher so wohl das Vielek 
als die Kreise sind. So wird die Peripherie des Kreises ABCD 
m der Oberfläche der Kugel , die Peripherie des Kreises EF 
GH aber in einer andern Oberfläche einer mit der kleine- 
ren concentrischen Kugel sich bewegen. Ferner werden 
die Berührungspunkte der Seiten auf dem Kreis ABCD senk- 
recht stehende Kreise in der kleineren Kugel beschrieben. 
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' Die Winkel des Vieleks aber ausser denen bey E und G 
werden sich in Peripherien von Kreisen bewegen , die in 
der Oberfläche der grosseren Kugel liegen und auf dem 
Kreis EFGH senkrecht stehen. Die Seiten des Vieleks 
werden , wie in der vorhin betrachteten Kugel , in Kegel- 
oberflächen sich bewegen. Die von den Kegeloberflächen 
eingeschlossene Figur nuu wird um die kleinere und in die 
grössere Kugel beschrieben seyn. DasS aber die Ober- 
fläche der um die Kugel beschriebenen Figur grös- 
. ser sey als die Oberfläche der Kugel , wird so bewie- 
sen werden : 

* 

Es sey KD der Durchmesser eines Kreises in der klei- 
neren Kugel, indem K, D zwey Punkte seyen, in wel- 
chen zwo Seiten des um den Kreis ABCD beschriebenen 
Vieleks diesen ftreis berühren. Indem nun die Kogel von 
der durch KD gehenden auf dem. Kreta ABCD senkrecht 
stehenden Ebene getheilt ist , wird auch die Oberfläche der 
um die Kugel beschriebenen Figur von der Ebene getheilt 
seyn; Und offenbar haben sie die nämlichen Grenzen in 
der Ebene; denn beyder Grenze ist die Peripherie des auf 
dem Kreis ABCD senkrecht Stehenden Kreises um den 
Durchmesser KD ; und beyde sind gegen einerlev Seite 
hohl, und die eine von ihnen ist von der andern Oberflä- 
che und der zwischen den nämlichen Grenzen befindlichen 
Ebene eingeschlossen» Demnach ist die eingeschlossene 
Oberfläche des Kugelst üks , kleiner als die Oberfläche der 
darum beschriebenen Figur ( Angen. S. 4 ). Ebenso ist 
auch die Oberfläche des andern Kugelstüks kleiner als die . 
Oberfläche, der um dasselbe beschriebenen Eigur. Mithin 
ist die ganze Oberfläche der Kugel kleiner als die Oberflä- 
che der um dieselbe beschriebenen Figur. 

Sa z XXX. 

Der Oberfläche der um die Kugel beschriebe- 
nen Figur ist einem Kreise gleich , von dessen Halb- 
messer das Quadrat dem von einer Seite dös Viel- 
eks und der geraden Linie eingeschlossenen Rechte 
ek gleich ist, die dea Sehnen zusammen gleich 
ist, welche die Winkel des Vieleks verbinden und 
-einer von den Sehnen, . auf welchen gwq üeiten 
jdes Vieleks stehen, parall«l,sin<J. _ £. — 
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Denn die um die kleinere Kugel beschriebene Figur 
ist in die grössere Kugel beschrieben. Es ist aber gezeigt 
worden (Saz XXV.) , dass der Oberfläche einer in die Ku- 
gel beschriebenen von den Kegeloberflächen eingeschlosse- 
nen Figur ein Kreis gleich sey, von dessen Halbmesser das 
Quadrat dem von einer Seite des Vieleks und der geraden Li- 
nie eingeschlossenen Rechtek gleich ist, die den geraden 
Linien zusammen gleich ist ,. welche die Winkel des Viel- 
eks verbinden und einer der geraden Linien , auf denen 
zwo Seiten stehen, parallel sind* Hieraus ergibt sich da* 
behauptete. 

' Sa z XXXI. Ftg. 2g. 

Die Oberfläche der um die Kugel beschriebe- 
nen Figur ist grösser als das Vierfache des grösten 
Kreises der Kugel. . 

Es sey die Kugel , der Kreis und alles andere , wie. 
vorhin ; und der Kreis L der Oberfläche der um die kleinere 
Kugel beschriebenen Figur gleich. 

Da nun in den Kreis EFGH ein gleichseitiges Viel- 
ck von einer geraden Anzal Seiten beschrieben ist, so ha- 
ben die der FH parallelen, die Winkel des Vieleks verbin- 
denden geraden Linien zusammen zu FH das nämliche Ver- 
hältnis wie KH zu KF ( S. XXII ). Folglich ist das von 
iner Seite des Vieleks und der Summe aller der geraden Li- 
nien, Welche die Winkel des Vieleks verbinden, einge- 
schlossene Rechtek dem Rechtek FHK gleich. Daher ist das 
Quadrat des Halbmessers des Kreises L dem Rechtek FHK 
gleich (SazXXV.) ; mithin der Halbmesser von \L gros- 
ser als HK. Die HK aber ist dem Durchmesser des Krei- 
ses ABCD gleich ; denn sie ist das doppelte von 2CS dem 
Halbmesser des Kreisel ABCD ( E. VI , 4. ). Folglich ist 
der Kreis L , das ist , die Oberfläche der um die kleinere 
Kugel beschriebenen Figur grosser als das Vierfache de« 
grösten Kreises der Kugel. 

Sa z XXXIL • 

Der tim die kleinere Kugel beschriebenen Fi- 
go* ist ein Kegel gleich, dessen Grundfläche des 
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Oberfläche der Figur und dessen Höhe dem Halb- 
messer der Kügel gleich ist 

Denn die um die kleinere Kugel beschriebene Fi£ür 
ist m die grössere beschrieben. Es ist aber gezeigt wor- 
den (Saz XX VII), dass der darein beschriebenen von den 
Kegeloberflächen eingeschlossenen Figur ein Kegel gleich 
«ey , dessen Grundfläche der Oberfläche der Figur und des- 
sen Hohe dem vom Mittelpunkt auf eine Seite des Vieleks 
gefällten Loth gleich ist Dieses Loth ist aber dem Halb- 
messer der kleinem Kugel gleich* Hieraus ergibt sich das 
gesagte. „ 

Saz XXX III. 

Hieraus folgt, dass die um die kleinere Kugel 
beschriebene Figur grösser ist als das Vierfache ei- 
nes Kegels, der einen grösten Kreis der Kugel zur 
Grundfläche und den Halbmesser derselben zur 
Höhe hat 

Denn da der Figur ein Kegel gleich ist , dessen Grund- 
fläche ihre Oberfläche und dessen Hohe dem vom Mittel- 
punkt auf eine Seite des Vieleks gefällten Loth gleich ist 
\ Saz XXXII) ; die Oberfläche der um die Kugel beschrie- 
benen Figur aber grösser als das Vierfache des grösteu 
Kreises der Kugel ist (Saz XXXI. ) ; so wird die um die 
Kugel beschriebene Figur grösser als das Vierfache des Ke- 
mels seyn , der den grösten Kreis zur Grundfläche und den 
Halbmesser der Kugel zur Hohe hat, weil nämlich deV der 
Figur gleiche Kegel grösser als das Vierfache -des genann- 
ten Kegels ist, da seine Grundfläche grösser als das Vierfa- 
che der Grundfläche des leztemund seine Höhe der des lez> 
tern gleich ist (Lehns. !)• - > I , 



, S a z XXXIV. Fig. 39. 

"... ■ , , 

Wenn durch die Umdrehung ähnlicher Vieleke 
eine Figur in eine Kugel und eine andere darum 
beschrieben ist , auf dieselbe Art wie vorhin ; so 
hat die Oberfläche der darum beschriebenen Figur 
tur Oberfläche der dareükbeschrtehw^^ du* 
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plicirte Verhältnis von demjenigen, welches die 
Seite des um den grösten Kreis beschriebenen Viel- 
eks zu der Seite des in den nämlichen Kreis be- 
schriebenen Vieleks hat ; die darum beschriebene 
Figur selbst aber hat zu der darein beschriebenen 
das triplicirte Verhältnis von dem nämlichen. 

Es sey ABCD ein Kreis in einer Kugel und in den- 
selben ein gleichseitiges Vielek beschrieben, dessen Seiten- 
anzal von der Zal 4 gemessen werde ; und es sey ein an- 
deres dem darein beschriebenen ähnliches darum beschrie- 
ben , so dass die Seiten des darum beschriebenen Vieleks 
den Kreis in der. Mitte der von den Seiten des darein be- 
schriebenen abgeschnittenen Bogen berühren. Es seyen y 
EG, FH aür einander senkrechte und mit den Durch- 
messern AC, BD in gleicher Richtung liegende Durchmes- 
ser des das um den ersten beschriebene Vielek einschlies- 
senden Kreises; und man gedenke., gerade Linien an die 
Winkel des Vieleks gezogen , welche unter einander und 
den FH, BD parallel sind. Wenn nun bey unverrlikt 
bleibendem Durchmesser EG die Umfange der Vieleke sich 
um die Peripherie des Kreises drehen , so wird eine Fi- 
gur in die Kugel um eine andere dämm beschrieben sey n. 
Nun ist zu beweisen, dass die Oberfläche der darum be- 
schriebenen Figur zur Oberfläche der darein beschriebenen 
df s duplicirte Verhältnis von dem der EL zu der AK 
habe • die dämm beschriebene Figur aber zu der darein 
beschriebenen das triplicirte Verhältnis vom nämlichen. 

•Es sey der Kreis M der Oberfläche der um die Ku- 

f el 9 der Kreis N der Oberfläche der ( arein beschriebenen 
igur gleich; So ist das Quadrat des Halbmessers vonJÜ 
gleich dem Reqhtek aus EL und der Summe aller der die 
Winkel des darum beschriebenen Vieleks verbindenden 
Sehnen , das Quadrat des Halbmessers von N gleich dem 
Rechtek aus AK .und der Summe aller der die Winkel des 
darein beschrie'ßetie'n Vieleks verbindenden Sehnen (Saz 
XXX, XXy.), Und da die Vieleke ahnlich sind, so 
sind auch clie Von jenen geraden Linien , nämlich den die 
Winkel verbindenden und den Seiten der Vieleke einge- 
schlossenen Rechtek e einander ähnlich *). Sie verhalten 

•) Nämligh.es .verhält sich jede Sehne im umbeschriebenen Vielek *ur ahn* 
Mcb^ndeiiUÄ eiftb^chrieb^ien.s EL; AK. Diher t.ich die Summe 
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sich also wie die Quadrate der Seiten der Vieleke (E. Vi, 
io. Cor.). Wie sich aber die genannten Rechteke 
verhalten, so verhalten sich die Quadrate der Halbmes- 
ser der Kreise M , iV. Folglich verhalten sich die Halb- 
messer der Kreise M , N wie die Seiten der Vieleke. Die 
Kreise aber haben zu einander da« duplicirte Verhältnis 
ihrer Durchmesser ( E. XII ,2. VI , 20 ) , und sind gleich 
den Oberflächen der darum und darein beschriebenen Fi- 
guren. Folglich hat die Oberfläche der um die Kugel be- 
schriebenen Tigur zur Oberfläche der darein beschriebenen 
das duplicirte Verhältnis» von dem der EL zu der AK* 

Man nehme nun zwey Kegel O, P; und der Kegel 
O habe zur Gnmdfläche einen Kreis gleich M , der Kegel 
P einen Kreis gleich JV; der Kegel O habe zur Höhe den 
Halbmesser der TCugel , der Kegel P aber das vom Mittel- 
punkt auf AK gefällten Loth. So ist der Kegel O der 
um die Kugel beschriebenen Figur, der Kegel P aber der 
darein beschriebenen gleich , wie bewiesen worden ist 
- (SazXXXlI, XXV11). Weil nun die Vieleke ähnlich 
sind, so hat die EL zur AK das nämliche Verhältnis 
wie der Halbmesser der Kugel zu dem aus dem Mittel- 
punkt der Kugel auf die AK gefällten Loth. Die Höhe 
des Kegels O verhält sich also zur Höhe des Kegels P 
wie EL zu AK. Folglich haben die Durchmesser der 
Grundflächen der Kegel O, P das nämliche Verhältnis. wie 
ihre Höhen. Sie sind also ähnlich , und der Kegel Ö hat 
zum Kegel P das triplicirte Verhältnis von dem des Durch- 
messers des Kreises M zu dem des Durchmessers des , 
Kreises N (Lehns. 5.). Folglich hat auch dlie um die Ku- 
gel beschriebene Figur zu der darein beschriebenen das 
triplicirte Verhältnis von dem , welches EL zu AK hat 

, ' S az XXXT. Ftg.30. 

< 

« Die Oberfläche jeder Kugel ist das Vierfache 
des grösten Kreises derselben. 

* * * _ • » I . 

Es sey eine Kugel, und der Kreis A das Vierfache 
von ihrem graten Kreise. Ich behaupte» dass der Kreis) 
A der Oberfläche der Kugel gleich sey. 

\ 

• der Sehnen im ersten: Summe der Sehnen im andern 33 Et"? A$ (& V, 

• • / 
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Wenn diö nicht ist , so ist er entweder grosser ode£ 
kleiner. Es sey fürs erste die Oberfläche der Kugel grös- 
ser als der Kreis A. Nnn sind zwo ungleiche Grössen, 
die Oberfläche der Kugel und der Kreis A; man kann al- 
so zwo ungleiche gerade Linien nehmen , , so dass die 
grössere zur kleinern ein kleineres Verhältnis habe ab 
die Oberfläche der Kugel zum Kreis A (SazIII). Es sejren 
die B , D so genommen , und C eine mittlere Proportio- 
nallinie zwischen B , D. Man gedenke sich nun die Ku- 
gel von einer durch den Mittelpunkt gehenden Ebene im 
Kreis ABCD (Fig. 29) geschnitten, und ein Vielek in 
den Kreis und eines darum beschrieben , so dass das dar- 
tim beschriebene dem darein beschriebenen ähnlich sey und 
die Seite des erstem zur Seite des leztern ein kleinere* 
Verhältnis habe, als B zu Chat (Saz IV)* So ist auch 
das duplicirte erste Verhältnis kleiner als das duplicirte an- 
dere. Das duplicirte Verhältnis von dem der B zu Cnun % 
ist das von Hzu D; das duplicirte Verhältnis der Seite 
des darum beschriebenen Vieleks zur Seite des darein be- 
schriebenen aber ist das der Oberfläche des dämm beschrieb 
benen Körpers zu dem darein beschriebenen (Saz XXXIV). 
Folglich hat die Oberfläche der um die Kugel beschriebenen 
Figur zur, Oberfläche der darein beschriebenen ein kleine- 
res Verhältnis als die Oberfläche der Kugel zum Kreis A : 
welches ungereimt ist. Denn die Oberfläche der um die 
Kugel beschriebenen Figur ist grösser als die Oberfläche 
der Kugel (Saz XXIX) , die Oberfläche der darein beschrie- 
benen rigur aber kleiner als der Kreis A; weil , wie be«* 
schrieben worden ist ( Saz XXV) » die Oberfläche der in 
die Kugel beschriebenen Figur kleiner als das Vierfache 
des grösten Kreises der Kugel, der Kreis A aber das Vier- 
fache des grösten Kreises der Kugel ist. Die Oberfläche 
der KugeJ ist also nicht grösser als der Kreis A. 

Ich behaupte nun, dass sie auch nicht kleiner iey» 
Denn sie sey kleiner , wenns möglich ist. Man finde eben- 
falls die geraden Linien B, D , so dass die B zu der D 
ein kleineres Verhältnis habe als der Kreis A zur Oberflä- 
che der Kugel, und zwischen B % D sey C die mittlere 
Proportionallinie, Man beschreibe wieder ein Vielek in und 
um den Kreis , so dass die Seite des darum beschriebenen 
zur Seite des darein beschriebenen ein kleineres Verhält- . 
nis habe als B zu C So ist auch das erste duplicirt 
kleiner als das lezte duplicirt. Daher hat die Oberfläche 
der darum beschriebenen Figur zur Oberfläche der dareia 



1 



Digitized by Google 



4T 

• 

beschriebenen ein kleineres Verhältnis als der Kreis A zun 
Oberfläche der Kugel; Welches ungereimt ist. Denn die 
Oberfläche der darum ^beschriebenen Figur ist grosser 
als der Kreis A ( Saz XXXI. ) , die Oberfläche der dar* 
ein beschriebenen aber kleiner als die Oberflache der Ku- 
gel ( Saz XXIV. ). Die Oberfläche der Kugel ist also auch 
nicht kleiner als der Kreis A. Es ist aber bewiesen wor- 
den, dass sie nicht grösser sey. Folglich ist die Oberfläch» 
der Kueel dem Kreis A , das ist, dem VieAche» ihre* 
grösten Kreises gleich» 

Saz XXXVt. Fig. *t. 

lede Kugel ist das Vierfache eines Kegels* 
dessen Grundfläche dem grösten Kreis der Kugel 
jxnd dessen Höhe ihrem Halbmesser gleich ist 

Denn es sey eine Kugel und in ihr ein grosser Kreis 
ABCD. Wenn nun die Kugel nicht das Vierfache des g«w 
nannten Kegels ist, so sey sie, wenns möglich Ist, gros- 
ser als das Vierfache desselben. Nun sey O ein Kegel v des« 
»en Grundfläche das Vierfache des Kreises ABCD und des- 
sen Hohe dem Halbmesser der Kugel gleich ist. So ist di» 
Kugel grösser als der Kegel O. Nun sind zwo ungleich« 
ißrbssen f die Kugel und der Kegel; es lassen sich also zwo 
pngleicbe gerade Linien nehmen , so dass die grossere zu 
der kleineren ein kleineres Verhältnis habe als die Kugel 
atum Kegel O. Es seyen K f G diese Linien , und die I, 
H so genommen , dass die UeberschÜsse der K über J, 
der / über H, der H über G einander gleich seyn *), 
Man gedenke sich nun in den Kreis ABCD ein Vielek be- 
schrieben , dessen Seitenanzal von der Zal 4 gemessen 
. Werde , und ein anderes dem darein beschriebenen ähnli- 
ches darum, wie im vorhergehenden, so 'dass die Seit© 
des darum beschriebenen zur Seite des darein beschriebe- 
nen ein kleineres Verhältnis habe als K zu / ( Saz IV. > 
Es seyen AC, B D auf einander senkrechte Durchmesser. 
Wenn nun um den unverrükt bleibenden Durchmesser AC 
die Ebene , in welcher die Vieleke sind , sich herumdreht» 
so wird eine Figur um die Kugel und eine darein beschrie- 
ben seyn , und die darum beschriebene wird zur darein be* 
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schriebenen das triplicirt^Vefhältrtis von der Seite des*im 
'den Kreis ABCD beschriebenen Vieleks zur Seite des dar- 
ein beschriebenen haben (SazXXXIV.). Aber die erste- 
•re Seite hat zur leztern ein kleineres Verhältnis als K zn 



beschriebenen ein kleineres Verhältnis als. das triplicirte der 
X" zu /. Es hat aber K zu G ein grösseres Verhältnis als 
das triplicirte von dem der K zu 2 (E. V» 25. Cor.).. 
Folglich hat um so viel mehr die darum beschriebene Fi- 
gur zu der darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis 
als K zu G. K aber hat zu C ein kleineres als die Kugel 
zum Kegel O ; (folglich auch die um die Kugel beschriebene 
Figur zur darein beschriebenen ein kleineres als die Kugel 
zum Kegel O) und verwechselt; weichet unmöglich ist. 
Denn die darum beschriebene Figur ist grösser als die Ku- 
gel , die darein beschriebene aber kleiner als der Kegel Q, 
^weit der Kegel O das Vierfache eines Kegels , dessen Grund- 
fläche dem Kreis ABCD und dessen H&he dem Halhm'esser 
der Kugel gleich ist » die darein beschriebene Figur aber 
• kleiner als das Vierfache eines solchen Kegels ist C Saz 
XX VW. ). Die Kugel ist also nicht grosser als das Vier- 
fache des genannten Kegels. ;:y « ' > , k ; 

, Sie sey , wenns möglich ist , kleiner als das Vierfache 
desselben ; so ist die Kugel kleiner als der Kegel O. Man 
.nehme die geraden Linien G, so dass Ä^grösser »aey 
alsG, aber zu © ein kleineres Verhältnis habe als der Ke- 
gel O zur Kugel. JMan seze die H , / , so wievorhitt * und 
, gedenke ein Vielek in den Kreis ABCD und eines darum be- 
schrieben i so dass die Seite des darumbeschriehenen zur Sei- 
te desdarein beschriebenen eiti kleineres Verhältnis^abe als K 
zul, und das übrige auf die nämliche Art coustniirt wie 
vorbin. Nun wird die um die Kugel beschrieben« kör- 
perliche Figur zu der darein beschriebenen da«, triplicirte 
Verhältnis von demjenigen haben , Welches die Seltenes 
um den Kreis ABCD beschriebenen Vielehs zur Seite des 
darein beschriebenen bat (Saz XXXIV.). Etstere Seile 
aber hat zur leztern *in kleineres Verhältnis als K zu 
Folglich wird die darum beschriebene Figur zur darein be- 
schriebenen ein kleineres Verhältnis haben als das triplicif- 
te von dem der K zur /. K aber hat zu G ein grösse- 
res Verhältnis als das triplicirte von K zu /. Demnach 
hat die darum beschriebene Figur zu der darein beschrie- 
benen ein kleineres Verhältnis als K zu C ; und K zu G 




beschriebene Figur zur darein 



j 



Digitized by Google 



49 

ein kleineres als der Kegel O zur Kogel. Welches un- 
möglich ist. Denn die in die Kugel beschriebene Figur ist 
kleiner als die Kugel , die darum beschriebene aber grösser 
als der Kegel O (Saz XXXI II. ). Die Kugel ist also auch 
nicht kleiner als das Vierfache des Kegels , dessen Grund- 
fläche dem Kreis ABCD und dessen Höhe dem Halbmes- 
ser der Kugel gleich ist. Es ist aber bewiesen , dass sie 
auch nicht grösser sey, Sie ist also das Vierfache dessel- 
ben. 

t f »• 

» * * * ■ \ \ c 1 . ' 

Nachdem diese SUze bewiesen sind , so erhellt, 

1 Saz XXXVII. ' . 

Dass jeder Cylinder, dessen Grundfläche ein 
gröster Kreis der Kugel und dessen Hijhe dem 
jWchmesser derselben gleich ist , anderthalbmal 
so gros als die Kugel und seine Oberfläche , die 
Grundflächen mitgerechnet , anderthalbmal so gros 
als die Oberfläche der Kugel sey. 

Denn der genannte Cylinder ist das Sechsfache dei 
Kegels , der die nämliche Grundfläche und den Halbmesser 
zur Hohe hat (E.X1I, 10. 14*}, die Kugel aber ist ver- 
möge des bewiesenen (Saz XXXVI) das Vierfache des 
nämlichen Kegels.' Mithin ist der Cylinder anderthalbmal 
jso gros als die Kugel. . 

Wiederum da die Oberfläche des Cylinders ohne die 
Grundflächen einem Kreise gleich bewiesen worden ist 
(Saz XIV), dessen Halbmesser die mittlere Proportional- 
linie zwischen der Seite des Clünders und dem Durch- 
messer seiner Grundfläche ist ; die Seite des genannten Cy- 
linders um die Kugel aber dem Durchmesser der Grund- 
fläche gleich, mithin auch jene mittlere Proportionallinie 
dem Durchmesser der Grundfläche gleich , der Kreis aber, 
dessen Halbmesser dem Durchmesser der Grundfläche gleich 
ist , das Vierfache der Grundfläche , das ist , des grösten 
Kreises der Kugel ist; so wird die Oberfläche des Cylin- 
ders ohne die Grundflächen das Vierfache des grösten 
Kreises seyn. Die ganze Oberfläche des Cylinders mit sei- 
nen Grundflächen wird also das sechsfache des grOsten 
Kreises seyn. Nun ist aber die Oberfläche der Kugel das 

Vierfache des grüsten foeise* (Sa» XXXV.)- *o*ß Uch 

G 
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ist die ganfce Oberfläche des Cylinders andertbälbmal sa 
gros als die Oberflache der Kugel •)* 

S a z XXXVIII Fig. 32. 

- Die Oberfläche der in einen Kugelabschnitt 
beschriebenen Figur ist einem Kreise gleich , von 
dessen Halbmesser das Quadrat dem von einer 
Seite des in den Abschnitt des grösten Krqises be- 
schriebenen Vieleks und von der Sumttie aller der 
Grundlinie des Abschnitts parallelen Sehnen nebst 
der Helfte der Grundlinie des Abschnitts einge- 
schloSsehen Rechtek gleich ist. 

Es sey eine Kugel und in ihr ein Abschnitt , dessen. 
Grundfläche der Kreis um AB sey. In diesen sey auf die- 
selbe Art , wie schon mehrmalen erwähnt wurde , eine von 
Kegeloberflächen eingeschlossene Figur beschrieben. ABQ 

sey ein grüster Kreis , und ACEGFDB ein Vielek von 

, , »*■<•• - » ► * 

•) Folgerungen aus den Säzen XXXV-XXXVlI. 

j. Die Oberfläche der Kugel ist einem Kreise: gleicht 
dessen Halbmesser dem Durchmesser der Kugel gleich 
ist. 

a» Die krumme Oberfläche der Halbkugel ist das Dop** 

Seite ihres grösten Kreises, und einem Kreise gleich, 
essen Halbmesser der von ihrem Scheitel an die Pe- 
ripherie ihrer Grundfläche gezogenen geraden Linie 
. oder der Seite des in den grösten Kreis derselben be- 
schriebenen Quadrats gleich ist. 

Die Oberflächen der Kugeln sind in duplicirtem Ver- 
hältnis oder verhalten sich wie die Quadrate ihrer 
Durchmesser. 

4. Die Oberfläche der Kugel ist der krommcn Oberfläche 
des um sie beschriebenen Cylinders gleich. 

5. Die Kugel ist einem Kegel gleich , dessen Grundflä- 
che der Oberfläche der Kugel und dessen Hohe ihrem 
Halbmesser gleich ist. 

6. Kugeln sind im triplicirten Verhältnis oder verhalten 
sich wie die Würfel Uirer JDurch messen 
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emer geraden Anzal Seiten ohne die Grundlinie AB. Man 
nehme einen Kreis L 9 von dessen Halbmesser das Quadrat 
dem von der Seite AC und der Summe aller Er , CD 
nebst der Helfte der Grundlinie, das ist* AK eingeschlos- 
senen Rechtek gleich sey. So ist zu beweisen, dass der 
Kreis L der Oberfläche der Figur gleich sey. 

Denn man nehme den Kreis M 9 von dessen Halbmes- 
ser das Quadrat dem Rechtek aus der Seite EG und der 
Helfte Von EF gleich sey; so ist der Kreis M der Ober- 
flache des Kegels gleich, der den Kreis um EF zur 
Grundfläche und den Punkt G zur Spize hat (SazXV. E* 
VI, 17,). Man nehme einen andern Kreis N, von des- 
sen Halbmesser das Quadrat dem Rechtek aus EC und der 
halben Summe von EF, CD gleich sey ; dieser wird der 
zwischen den parallelen durch EF 9 CD gehenden Ebenen 
befindlichen Kegeloberfläche gleich seyn (Saz XVII. E. VI, 
Man nepme ebenfalls einen andern Kreis ö 9 von 
dessen Halbmesser das Quadrat dem Rechtek aus AC und 
der *alben Summe von CD , .AB gleich sey ; dieser ist wie- 
derum der zwischen den parallelen durch CD , AB ge- 
henden Ebenen befindlichen Kegel Oberfläche gleich. Alle 
diese Kreise zusammen nun werden der ganzen Oberflä- 
che der Figur und die Quadrate ihrer Halbmesser zusam- 
men werden dem Rechtek ans einer Seite AC und der , 
Summe EF 9 CD nebst der halben Grundlinie AK gleich 
seyn. Nun war auch das Quadrat des Halbmessers des 
Kreises L dem nämlichen Rechtek gleich. Folglich ist der 
Kreis L den Kreisen M, N 9 0 gleich (E. XII, 2. V, 24); 
also auch der Oberfläche, der in den Kugelabschnitt be- 
schriebenen Figur, 

•tii .C ! 5 a z< XXXIX. Fig. 

Eine Kugel werde von einer Ebene geschnitten , die 
nicht diict den Mittelpunkt geht, und es sey in ihr AEF 
ein gröster Kreis* auf der schneidenden Ebene senkrecht, 
und in den Abschnitt ABC sey ein gleichseitiges* Vielek 
von : einer geraden Anzal Seiten ohne die Grundlinie be- 
schrieben. Wenn nun ebenso wie vorhin um die unver* 
rökt bleibende CF die Figur herumgedreht wird , so wer- 
den die Winkel D 9 E 9 A, B sich in Kreisen bewegen, 
deren Durchmesser DE, AB sind, die Seiten der Figur 
aber in Kegeloberflächen. Hiedurch wird eine von Kegel- 
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Oberflächen eingeschlossene körperliche Figur erzeugt wer-* 
denj, welche den Kreis , dessen Durchmesser AB ist , zur 
Grundfläche undC zurSpize hat. Diese wird eben so wie 

vorhin eine kleinere Oberfläche haben als der sie ein- 
schliessende Kugelabschnitt. 

Denn der Abschnitt und die Figur haben die nämliche 
Grenze in einer Ebene, nämlich die Peripherie des Krei- 
ses, dessen Durchmesser AB ist; auch sind die Oberflä- 
chen gegen einerley Seite hohl, und die eine ist von 
der andern eingeschlossen. 

» 

S a z XL. Fig. 3 2. 

Die Oberfläche der in den Kugelabschnitt be- 
schriebenen Figur ist kleiner als der Kreis, dessen 
Halbmesser der von der Spize des Abschnitts an 
die Peripherie des Kreises , welche des Abschnitts 
Grundfläche ist , gezogenen geraden Linie gleich 
ift. 

Es sey eine Kugel und in ihr ein gröster Kreis ABFE: 
In der Kugel sey ein Abschnitt, dessen Grundfläche der 
Kreis um den Durchmesser AB sey , und in denselben 
die erwähnte Figur beschrieben , in den Kreisabschnitt aber 
ein Vielek , und das übrige wie vorhin , indem GL der 
Durchmesser der Kugel ist, und die LE, GA gezogen 
sind. Und es sey ein Kreis* M , dessen Halbmesser der 
AG gleich ist. Es ist zu beweisen , das« der Kreis M 
grösser sey als die Oberfläche der Figur. 

Denn es ist bewiesen worden /(Saz XXXVIII) , dass 
die Oberfläche der Figur einem Kreise gleich sey, von 
dessen Halbmesser das Quadrat dem Rechtek E& XT£F 
+ CD+KA) gleich ist. Das Rechtek EG X (JSF-f- CD 
+ KA) aber ist gleich bewiesen wordqn (Saz XXII. 
E. VI, 16) dem Rechtek EL X GK; und das Rechtek 
EL X GK ist kleiner als das Quadrat: von GA, da. das 
Rechtek LGK dem Quadrat von AG gleich ist (E; VI, 
g. 17. ). Folglich ist der Halbmesser des Kreises, wel- 
cher der Oberfläche der Figur gleich ist , kleiner als der 
Halbmesser von M; und daher der Kreis M grösser als 
die Oberfläche der Figur. 
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Die in einen K 




Halbkugel ist) beschriebene von Regeloberflächen 
eingeschlossene Figur nebst dem Kegel , der einer- 
ley Grundäche mit der Figur , zur Spize aber den 
Mittelpunkt der Kugel hat, ist einem Kegel gleich, 
dessen Grundfläche der Oberfläche der Figur und 
dessen Höhe dem vom Mittelpunkt der Kugel auf 
eine Seite des Vieleks gefällten Loth gleich ist< 

• 

Denn es sey eine Kugel und in ihr ein groster Kreis 
und- ein Abschnitt, der kleiner ist als ein Halbkreis . ABC, 
und E sey der Mittelpunkt In den Abschnitt ABC sey 



zal Seiten ohne die AC beschrieben. Und indem die Ku- 
gel sich um die unverrukte BE herumdreht , werde eine 
von Kegeloberflächen eingeschlossene Figur , und auf dem 
Kreis um den Durchmesser AC ein Kegel beschrieben , der 
den Mittelpunkt zur Spize hat Man nehme einen Kegel 
K , dessen Grundfläche der Oberfläche der Figur und des- 
sen Höhe dem von E auf eine Seite des Vieleks gefällten 
Loth gleich sey. So ist zu beweisen , dass der Kegel K 
der eingeschlossenen Figur nebst dem Kegel AEC gleich sey» 

Es seyer» auch Kegel auf den Grundflächen nm die 
Durchmesser GH , FL beschrieben t die den Punkt E zur 
Spize haben. Nun ist der körperliche Rhombus GBHE 
einem Kegel gleich, dessen Grundfläche der Oberfläche de« 
Kegels GHB und dessen Höhe dem von E auf GB ge- 
fällten Loth gleich ist ( Saz XIX. ). Der Ueberrest aber , 
Welcher von der zwischen den parallelen durch GH , FL 
gehenden Ebenen liegenden Oberfläche und den Kegelober- 
fiächen FEL , GEH eingeschlossen ist , ist einem Kege! 
gleich v dessen Grundfläche der zwischen den parallelen 
durch GH , FL gebenden Ebenen eingeschlossenen Ober- 
flächen und dessen Höhe dem von E auf FG gefällten Lo- 
the gleich ist (Saz XXL). Der Ueberrest ferner, wel- 
cher von der zwischen den parallelen durch FL , AC ge- 
henden Ebenen befindlichen Oberfläche und den Kegelo- 
berflächen AEC 9 FEL eingeschlossen ist, ist einem Ke- 
gel gleich , dessen Grundfläche der zwischen den parallelen 
durch FL, AC gehenden Ebenen eingeschlossenen Ober- 
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fläche und dessen Höhe dem von E auf FA gefällten Loth 
gleich ist. Die genannten Kegel nun werden der Figur 
nebst dem Kegel AEC gleich seyn. Die Höhe dieser Ke- 
gel nun ist dem von E auf eine Seite des Vieleks gefällten 
Loth, ihre Grundflächen aber zusammen sind der Oberfläche 
der Figur AFGBHLC gleich. Es bat aber auch der Ke- 
gel K die nHmliche Höbe , und seine Grundfläche ist der 
Oberfläche der Figur gleich ; er ist also den genannten Ke- 
geln zusammen gleich. Von diesen aber ist bewiesen wor- 
den ♦ dass sie der Figur nebst dem Kegel AEC gleich seyen. 
Folglich ist auch der Kegel K der Figur nebst dem Kegel 
AEC gleich, 

- Hieraus erhellet: dass ein Kegel, der den Kreis, 
dessen Halbmesser der vom Scheitel des Abschuitts 
an die Peripherie des Kreises , welcher des Ab- 
schnitts Grundfläche ist, gezogenen geraden Linie, 
gleich ist, zur Grundfläche und eine dem Halbmes- 
ser der Kugel gleiche Höhe kat , grösser ist als die 
in den Abschnitt beschriebene Figur nebst 4em 
Kegel. ' * ... 

Denn der erwähnte Kegel ist grosser als der Kegel, 
welcher der Figur nebst dem einerley Grundfläche mit der 
Figur und seine Spize im Mittelpunkt der Kugel habenden 
Kegel gleich ist , das ist , als der Kegel , dessen Grundflä- 
che der Oberfläche der Figur und dessen Hohe dem vom 
Mittelpunkt auf eine Seite des Vieleks gefällten Loth gleich 
ist. Denn die Grundfläche des ersten ist , wie bewiesen 
worden ( Saz XL. ) , grösser als die Grundfläche des,zwey- 
ten , u^d die Hohe des ersten ist grosser als die Hohe des 
lezteu, 

. , $ a * XLH. Flg. 

Es sey eine Kugel und in derselben ein gröster Kreis 
ABC» Von diesem sey ein Stük abgeschnitten, welche« 
Hleiner sey, als der Halbkreis, nämlich durch die AB. 
I3er Mittelpunkt sey D , und von JD seyen nach A f B die 

geraden, Linien AD, BD gezogen, und um den entstan- 
den Ausschnitt ein Vielek und um dieses ein Kreis be- 
schrieben, .Dieser wird einerley Mittelpunkt mit dem Kreis 
ABC haben* Wenn nun das Vielek um die unverrttkte 
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2?/T herumgedreht w!r^ * bis es Nieder ih seine vorige La- 
gekommt, so wird sich der darum beschriebene Kreis in 
.der Oberfläche einer Kugel bewegen 4 und die Winkel des 
Vieleks' werden Kreise beschrieben , deren Durchmesser 
die Winkel des Vieleks verbinden und der AB parallel sind. 
Die Berührungspunkte der Seiten des Vieleks mit dem klei- 
.nern Kreis aber werden Kreise in der kleinern Kugel be- 
schreiben, deren Öurchmesser die Berührungspunkte ver- 
binden und der AB parallel seyn werden ; die Seiten des 
Vieleks aber werden sich in Kegeloherflächen bewegen. 
Es wird alsdeim eftie Von Kegeloberflädien eingeschlos- 
sene Figur um die Kugel beschrieben s$yn , deren Grund- 
flache der Kreis um FC Ist. Die Oberfläche dieser Fl* 
gur nun ist grösser als die Oberfläche des kleinem 
.Abschnitts, dessen Grundfläche der Kreis um Aß 
ist 

t)enn man fciehe die Tangenten AM , BN. Diese 
Werden sich in einer Kegeloberfläche bewegen, und die 
durch da* Vielek AMHELNB entstehende Figur wird 
eine grössere Oberfläche haben als der Kugelabschnitt , des- 
sen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser AB ist; 
delin Sie haben in der nämlichen Ebene zur Grenze den 
Kreis üm den Durchmesser AB , und der Abschnitt ist von 
der Figur eingeschlossen. Aber die durch FM, GN ent- 
standene Kegeloberfläche ist grösser als die durch MA , 
NB entstandene ; denn die FM ist grösser als MA, weü 
Sie dem rechten Winkel gegenüber liegt (E. III, 16.) Uni 
FG grösser als AB *). Folglich ist auch die Oberfläche der 
um die Kugel beschriebenen Figür grösser als die Oberfla- 
che des Abschnitts der kleinern KugeL , ; . m 

Sa t XLUt 

Auch ist offenbar, dass die Oberfläche der um Aen 
Ausschnitt beschriebenen Figur einem Kreise gleich 
gey, van dessen Halbmesser das Quadrat dem voa 

: — : , _ — a . 

*J Daher das Rechtek FM X £.(FG + MN) > ftechtek MAx| (Aß + MN| ä 
Nun sind diese Rechteke den Quadraten der Halbmesser der Kreise gleich, 
Welche den genannten KegeloberftHchen gleich sind (Saz XVII). Mitbin in 
der Kreis, M/elcher der ersten gleich ist, grosser als der Kreis, welch« dopt 
. andern gleich jst (Ii XII, 2.)» d>« «r«t gvrisser als die ändert. 
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einer Seite des Vieleks und der Summe der die 
Winkel des Vieleks verbindenden Sehnen nebst 
der halben Grundlinie des genannten Vieleks einge- 
schlossenen Rechtek gleich ist. 

Denn die um den Ausschnitt beschriebene Figur ist ei- 
ne in den Abschnitt der grOssern Kugel beschriebene. Mit- 
hin ergibt sich der Saz aus dem obigen (Saz XXXVIII.)« 

i ■■ ■ 

Saz XL1F. Fig. 36. . ■ '} . . 

Die Oberfläche der um den Ausschnitt be- 
schriebenen Figur ist grösser als ein Kreis, dessen 
Halbmesser der von dem Scheitel des Abschnitts 
an die Peripherie des Kreises , welcher dfcs Ab- 
schnitts Grundfläche ist , gezogenen geraden Linie 
gleich ist. r . > r 

Denn es sey eine Kugel, deren gröster Kreis' ADBC 
und deren Mittelpunkt E sey. Um den Ausschnitt, sey d^s 
Vielek LFK und um dieses ein Kreis beschrieben , und eß 
werde eine Figur erzeugt wie vorhin. Nun sey eip 
Kreis N, von dessen Halbmesser daa Quadrat dem Kecht- 
ek aus einer Seite des Vieleks und der Summe der die 
Winkel verbindenden Sehnen nebst der halben LK gleich 
sey. Dieses Rechtek ist gleich dem MH X FG, i 
FG die Höhe des Abschnitts der grössern Kugel ist 
XXUI. E. VI, 16. ). Das Quadrat des Halbmessers des 
jses N ist also f= Rechtek MH X FG. 

Aber FG t> DO ; denn wenn wir KF ziehen , so 
wird diese der DA parallel seyn (E. VI, 2. ) : es ist aber 
auch LK der AB parallel, und FE gemeinschaftlich ; mit- 
hin das Dreyek FKG dem DAO ähnlich ; undF/C> AD, 
folglich FG > DO. Ferner ist MH dem Durchmesser CD 
gleich; denn wenn EP gezogen wird, da MP PF 9 
HE= EF 9 so ist MH der EP parallel (E. VI, 2> ) ,1 folg- 
lich MH=2EP ; und da auch CD = 2 EP, MH = CD. 
T^un ist Rechtek CDO = DA \ . ( Mithin Rechtek MH X 
FG, welches > CDO, > DA<\ > 

Demnach ist die Oberfläche der Figur KFL grosser als 
jder Kreis, dessen Halbmesser der von der Spize des Ab- 
schnitts an die Peripherie des Kreises um den Durchmesser 

v 
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AB 9 Welcher die Grandfläche des Abschnitts ist, gezogen 

nen geraden Linie gleich ist. Denn der Kreis jV ist der 
Oberfläche der um den Ausschnitt beschriebenen Figur 
gleich. i. * t 

■ + » %f a ■ ff *t * * " • • _ . 

S a z XLJfl . c^-i f 



Weiter ist die um den Ausschnitt beschriebene 
Figur nebst dem Kegel , dessen Grundfläche der 
Kreis umÄX, und dessen Spize der Mittelpunkt 
ist, einem Kegel gleich, dessen Grundfläche der 
Oberfläche der Figur und dessen Höhe dem vom 
Mittelpunkt auf die Seite gefällten Loth gleich ist, 
welches leztere dem Halbmesser der Kugel gleich 

* • • « - . »s • * \ 

i Denn die nm den Ausschnitt beschriebene Figur !st 
in den Abschnitt der grossem concentrischen Kugel be^ 
schrieben. Mithin ist das gesagte aus dem obigen ( Saz 
XU) klar. ,-\ < . 



- ' Saz XLVI. 

Hieraus erhellet, dass die um den Ausschnitt be- 
schriebene Figur nebst dem Kegel grösser als eia 
Kegel sey, welcher den Kreis, dessen Halbmesser 
#er vom Scheitel des Abschnitts der kleinern Ru«? 
' gel an die Peripherie des Kreises, der des Abschnitts 
Grundfläclfe ist, gezogenen geraden Linie gleich 
ist, zur Grundfläche und eine dem Halbmesser de* 
Kugel gleiche Höhe hat. / ' ; ; 

or' , Denn die <Jrundfläche des Kegels , welcher der Figur 
nebst dem Kegel gleich ist, ( Saz XL V. ) , ist grösser als 
der erwähnte Kreis (SazXLIV. Y, . und seine Höhe dem 
i Halbmesser der kleinern Kugel gleich. .1 j:, , * 

> . Saz XLVIL Fig. : ? 1? 

i, Es sey wiederum eine Kugel und in, derselben ein 
■roster Kreis, ABC ein Abschnitt kleiner als ein Halbkreis, 
2) der Mittelpunkt In den Abschnitt sey ein Vielek.TOn 
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einer gerätfen Ariztf Seiten und eih dieseih ähnliches 
darum beschrieben, so dass die Seiten des einen denen 
des andern parallel seyen , und um das darum beschriebe* 
ne Vielek sey ein Kreis beschrieben. Nun seyen wieder 
durch Herumdrehung der Kreise um die nnverrnkte GB 
Figuren erzeugt, welche von Kegeloberflächen einge- 
schlossen werden. Es ist zu beweisen daas die Ober- 
fläche 'der darum beschriebenen Figur zur Oberflä- 
che der darein beschriebenen das duplicirte Ver> 
hältni^ "'von demjenigeli , welches; die Sälte des 
darum beschriebenen zurSeite des darein beschrie* 
benfcn hat ? die Figur nebst dem Kegel aber das 
triplicirte Verhältnis wm fiämüchett, h ; äb$.; 1 J 

Denn es sey M ein Kreis , von dessen Halbmesser 
das Quadrat dem Rechtek aus einer Seite des umbeschrie- 
benen Vielekg und der Summe der die Winkel verbindenden 
Sehnen, nebst der halben EF gleich sey ; so wird der Krei» 
M ger Oberfläche der umbeschriebenen Figur gleich 
seyn ( Säz XLI1I. ). Ferner 6ey N ein Kreis , von dessen 
Halbmesser das Quadrat dem von einer Seite des darein 
beschriebenen Vieleks uhd^on der Summe der seine Win- 
kel verbindenden Sehnen nebst der halben AC eingeschlos* 
senen Rechtek gleich sey; so wird dieser 'Kreis auch der 
Oberfläche der darein beschriebenen Figtfr* gleich seyn 
< Sä^ X jSXy III. )• Aber die genannten Recjiteke. verhalten 
sich zu einander wie das Quadrat der Seite EK zum Quadrat 
der Seite AL *). Folglich auch wie das eine Vielek zuttt 
andern , so verhält sich der Kreis M zum Kreis ÜV. Mithiil 
hat auch die Oberfläche der darum beschriebenen Figur zur 
Oberfläche der darein beschriebenen das duplicirte- Verhält* 
nis von dem der EK zuALi das nämliche, wie das ein« 
Vielek zum andern. 

* Es sey wiederum ein Kegel ö , der eine Grundfläche 
gleich dem Kreis M und den Halbmesser 'der kleinern Ku«* 
gel zur Höhe habe ; so ist dieser Kegel der um den Aus- 
schnitt beschriebenen Figur nebst dem Kegel gleich, wel* 

•) Denn die Rechteke slrid Ähnlich'» weil so wohl -J. Et :^ AC als auch jede 
Seite im umbeschriebenen Vielek zur ähnlich liegenden im einbeschriebe- 
»etii folgjieVa>ich (E. V, 12.) die Summe der Sehnen und der halben Grund* 
fciie im Arsten cur Summe der Sehnen und der halben Grundlinie im anier* 
Uch vohält wie EK zu AL. Eutocitts. c U 
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eher den- Krei« um Ef zur Grundflache und D zur Spize 
liat ( Saz XLV. ) ; und ein anderer Kegel P , der eine 
Grundfläche gleich dem Kreis N und das von D auf AL 
gefällte Loth zur Höhe habe^ so Wird auch dieser der dar- 
ein beschriebenen Figur nebst dem Kegel gleich seyn, wel- 
cher den Kreis um den Durchmesser AC zur Grundfläche 
und den Punkt ,D zur Spize hat (Saz XLI. )• Da nun die 
EK zum Halbmesser, der kleinern Kugel wie die AL zu 
dem aus dem Mittelpunkt auf AL gefällten Loth , und zu- 
folge des vorhin bewiesenen wie die EK zu AL , so der 
Halbmesser des Kreises M zum Halbmesser des Kreises N 
und der Durchmesser zam Durchmesser sich verhalten ; so 
Wird der Durchmesser des Kreises , welcher die Grundflä- 
che vonO, zum Durchmesser dessen , welcher die Grund- 
fläche von P ist, sich verhalten wie die Höhe des Kegels 
O zur Höhe des- Kegels P ; die Kegel sind daher ähnlich, 
und der Kegel O hat zum Kegel P das triplicirte Verhältnis 
von demjenigen » welches der Durchmesser zum Durch- 
messer hat ( Lohns. 5.). Folglich hat auch die darum be- 
schriebene Figur zu der darein beschriebenen das triplicirte 
Verhältnis von dem , welches EK zu AL hat. 
— ' * n-r *• . . .. ' - . * .'*.*: 

'K Saz XLVllI. Fig. 38- * 

es ; Die 5 Oberfläche eines jeden Kugelabschnitts, 
der kleiner ist, als die Halbkugel, ist einem Krei- 
se gleich, dessen Halbmesser der vom Scheitel 
des Abschnitts an die Peripherie des Kreises, weU 
eher des Abschnitts Grundfläche ist, gezogenen 
geraden Linie gleich ist. > 

• Es sey eine Kugel und in derselben ein griSstffr Kreis 
ABC; AßC ein Abschnitt in derselben** der kleiner ist als 
die Halbkugel und den auf dem Irrels ABC senkrecht stehen- 
den Kreis um -4C zur Grundfläche. hat* Es sey der Kreis 2? 
genommen, dessen Halbmesser AB gleich sey. ,R?lan soll 
erweisen , dass die Oherfläche. des Abschnitts, ABC dem 

■tr « irrt | • « • T~J 

Kreis F gleich sey. ^ ^ 

: • Wenn dis nicht ist , so sey die Oberfläche grösser ali 
der Kreis F. Man nehme Jen Mittelpunkt D , ziehe 
von D nach A , C gerade Linien und verlängere dieselbe; 
Da nun zwo ungleiche Grössen sind , die Oberfläche des 
Abschnitts und der Kreis F, so- beschreibe man- in det* 
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Ausschnitt ABC ein gleichseitiges Vielek von einer gen* 
den Anzal Winkel , und ein anderes diesem ähnliches dar- 
um, so da ss das darum beschriebene zum darein beschrieb " 
benen ein kleineres Verhältnis habe als die Oberfläche des 
Kugelabschnitts zum Kreise (Saz VIA Wenn nun der 
Kreis wie vorhin herumgedreht wird , so werden zwo 
von Kegeloberflächen eingeschlossene Figuren , die eine 
um den Ausschnitt, die andere darein beschrieben seyn; 
und die Oberfläche der darum beschriebenen wird sich 
zur Oberfläche der darein beschriebenen verhalten , wie 
das um den Kreisausschnitt beschriebene Vielek zum datf- 
ein beschriebenen ; denn jedes dieser Verhältnisse ist da* 
duplicirte von dem , welches die Seite des darein beschrie- 
benen Vieleks zur Seite des darein beschriebenen hat ( Saz 
XLV1I. E. VI , 20. ). Aber das darum beschriebene Vielek 
hat zu dem darein beschriebenen ( mithin auch die Ober* 
fläche der um den Abschnitt beschriebenen Figur zur O* 
berfläche der darein beschriebenen) ein kleineres Verhält- 
nis als die Oberfläche des genannten Abschnitts zum 
Kreis F, und die Oberfläche der darum beschriebenen Fi« 
gur ist grosser als die Oberfläche des Abschnitts (Saz 
aLIL). Folglich ist die Oberfläche der darein beschrie- 
benen Figur grösser als der Kreis F$ Wethes unmöglich 
ist : denn es ist bewiesen 'worden , dass die erwähnte O- 
berfläche der Figur kleiner sey als ein sölcberJCTeii (Saz * 
XL.)» » 

» J£s sev hingegen der Kreis grosser als die Oberfläche. 
Man beschreibe wieder auf ähnliche Art ähnliche Vieleke 
und um den Ausschnitt , und das darum beschrieben^ 
habe zu dem darein beschriebenen ein kleineres < Verhält* 
njs als der Kreis F zur Oberfläche des Abschnitts. Da 
furn 'wie .das darum beschriebene Vielek zum darein be- 
schriebenen , so die Oberfläche der darum beschriebener? 
Jigtir zur Oberfläche der darein beschriebenen sich ver- 
hält; so wird auch die .Oberfläche der darum beschriebe- 
hett figur zur Qberflilche der darein beschriebenen ein 
kleineres Verhältnis haben als der Kreis F zur Oberfläche 
des Abschnitts. Und die Oberfläche der darein beschrie- 
benen Figur ist kleiner als die Obetfläche des Abschnitts 
(Saz XXXlX.). Folglich , ist auch die Oberfläche der dar- 
um beschriebenen Figur kleiner als der Kreis F; welches 
Unmöglich ist , denn sie ist vermöge des oben bewiesenem 
( S%z XUV. X grosser als ^es^et Kreis* Pemnach ist die O« 
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berflache des Kuge^cteÜtts. nicht kleiner als der Kreis; 
aber auch nicht grösser . wie bewiesen worden -ist. Sie 
ist ihm also gleich.- ? — • 

* S a z IL. Ftg. >p. < : • 

Ebenfalls ist die Oberfläche eines Abschnitts f 
yrekher grösser als die Halbkugel ist» einem Krei- 
se gleich, dessen JHalbmesser der von dem Schei- 
tel an die Peripherie des Kreises , welcher des 
Abschnitts Grundfläche ist , gezogenen geraden 
Linie gleich ist* \ Ä 

■ 

'^Deriri es sey eine Kugel und in derselben ein gröster 
Kreis, und man gedenke sich dieselbe von einer auf die- 
sem senkrechten durch AD gehenden Ebene geschnitten, 
und der Abschnitt ABD sey kleiner als die Halbkugel! 
Der Durchmesser BC stehe "auf AD senkrecht, und man 
ziehe BA % CA. Nun sey E ein Kreis, dessen Halbmesser der 
Aß, Fein Kreis, dessen Halbmesser der AC, und G ein Kreis, 
dessen Halbmesser der CB gleich ist. So ist der Kreis G den 
bey den E und F gleich (E. XII , x V , 24. 1, 47-). Der Kreis 
Gaber ist der ganzen Kugeloberfläche , welche nämlich das 
Vierfache vom Kreis um den Durchmesser BC ist (Saz 
-XXXV.-), und der Kreis E der Oberfläche des Abschnitts 
ABD gleich, welches vom Abschnitt, der kleiner als die 
Halbkugel ist, bewiesen worden ist (Saz XL VIII.). Folg- 
lich ist der übrige Kreis F der Oberfläche des Abschnitts 
A£D gleich, welcher grosser ist als die Halbkugel •> 

r:":. - ■ ' ,• T. , , ' ■ 

\ ^Folgerungen. Ftg. 63. {A&D? 

j. Die krumme Oberfläche eines Kugelabschnitts [ ACD \ 

7 ist der krummen Oberflache des Cylinders [fk\ 

' gleich, dessen Durchmesser der Grundfläche (FG) 
dem Durchmesser der Kugel gleich ist und der mit dem 

V Abschnitt einerley Hohe {ff} **t« . : ' 



vom Halbmesser des Kreises , vy elcher der krummen Oberfläche des Ab- 

' ^ dem Qua*» ^a+mm^^friH* »KW», w* 
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Sä * L. Ftg. 4*. 

ledern Kugelausschnitt ist ein Kegel gleich, 
dessen Oberfläche der Oberfläche des im Ausschnitt 
befindlichen Kugelabschnitts und dessen Höhe dem 
Halbmesser der Kugel gleich ist. 

% ' ts sey eine Kugel und in derselben ein gröster Kreis 
ABJ) % C ihr Mittelpunkt; und ein Kegel, welcher eraen 

: : l-i — i 

g., eher der krummen Oberfläche de« genannten Cylinden gleich ist (Sa* 



XIV. E, VI*, 17. ). Mithin sind diese Kreise gleich , und die genannten Über. 
] :> fliehen gWch. ' 

t. Die sphärischen Oberflächen von Abschnitten (BAD f 
CAD , BLM) der nämlichen öder gleicher Kugeln 
verhalten sich zu einander und zur Oberfläche der 
Kugel wie die Hohen der Abschnitte ( B£ , £E 9 
BN) zu einander und zum Durchmesser der Kugel 
f {BC). 

Denn 10 verhalten sich die ihnen gleichen ( Folg. I, Saz XXX V IL 
Folger. 4.) cylindrischen Oberflächen ( Sa* XIV. Folg. 1. ). , , *■ 

j. Die sphärischen Oberflächen von Abschnitte* unglek 
eher Kugeln aber sind im zusam mengesezten Verhälfc- 
i Iiis ihrer Höhen und der Durchmesser ihrer Kugeln; 

und wenn sie ähnlich sind, im dupücirten Verhältnis 
; «lieser Durchmesser. . . , 

Denn dis Verhältnis haben die cylindrischen Obernachen , denen sie 
gleich sind (Sa? XIV. Folg. 3. 4.). 

r Die sphärischen Oberflächen zwischen parallelen Krei- 
sen eingeschlossener Kugelst üke öder Zonen { AL 

MO ) sind den krummen Oberflächen von Cylindero 

(GO) gleich, die dem, grösten Kreise der Kugel 
50 gleiche Grundflächen und einerley Hoben (£N) mit 
/• den Zonen haben. * • .:u .1 

I ' ^ Denn die Oberfläche des Abschnitts BL.M Ist der cylindrischen JiO, dl« 
» \ des Absdhnit» BAD der cyühdrischen MF gleich ( Folg. X ) ; ' folg¥ch ist 
•Aich die übrigbleibende Qberfllchb der Zone ALMD der übrigbleibenden 

cyündri^chen GO gleiche . -, •• 

5. Und verhalten sich daher x wenn sie von einerley 
oder gleichen Kugeln sind , wie Ihre Hohen (Saz XI V* 
Folg. 1.). , t% 

6. Wenn sie aber von ungleichen Kugeln sind, so sind 
sie im zusammengesezten Verhältnis der Durchmesser 
dieser Kugem und ihrer Hohen (Saz XIV. Folg. 3. > 
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tier durch flen Bogen ABD gehenden Oberfl&che gleichen 
Kreis zur Grundfläche habe , und dessen Höhe der BC 
gleich sey. Es ist zu beweisen, dass der Ausschnittes 
CD dem genannten Kegel gleich sey* 

Wenn dis nicht ist, so sey der Ausschnitt grösser 
als der Kegel f und man seze , H sey dieser Kegel, Da 
nun zwo ungleiche Grössen sind, der Ausschnitt und der 
Kegel H , so finde man zwo Linien D , E, von welchen 
JD die grössere sey und zu der E ein kleineres Verhältnis 
habe als. der Ausschnitt zum Kegel (Saz HL). Man neh- 
me zwo gerade Linien F, G, so dass die Ueberschüsse 
der JD über F, der F über G , und der G über E einander 
gleich seyen ( wie bey S. XXXVL); und beschreibe um 
2en ebenen Kreisausschnitt ein gleichseitiges Vielek von elf 
«er geraden Anzal Winkel und ein diesem, ähnliches darein, 
co dass die Seite des darum beschriebenen Vieleks zur Sei- 
te des darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis als JD zu 
Fhabe (S.VL). Ferner seyen wieder wie im vorigen durch 
Umdrehung des Kreises zwo von Kegeloberflächen einge- 
schlossene Figuren erzeugt. Nun hat die darum beschrie- 
bene Figur nebst dem Kegel , der den Punkt C zur Spize 
hat , zur darein beschriebenen nebst dem Kegel das tripli- 
cirte Verhältnis von dem , welches die Seite des umbe* 
schriebenen Vieleks zur Seite des einbeschriebenen hat 
(Saz XLVIL). Aber die Seite des umbeschriebenen Viel- 
eks hat zur Seite des einbeschriehenen ein kleineres Ver- 
hältnis als D zu F. Folglich wird die erste der genannten 
Figuren zur zweyten em kleineres Verhältnis haben als 
das tripHcirte von dem der D zu F. Und das Verhältnis der 
I) zu E ist grösser als . das triplicirte von dem derJD zu IT 
(E. V, 25 Cor.), Folglich hat die um den Ausschnitt be- 
schriebene körperliche Figur zu der darein beschriebenen 
ein kleineres Verhältnis als D zu E. Aber D zu E hat 
ein kleineres als der körperliche Ausschnitt zum Kegel H. 
Folglich hat die um den Ausschnitt beschriebene Figur zu 
der darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis als der 
Körperliche Ausschnitt zum Kegel H; und verwechselt 
Die darum beschriebene körperliche Figur ist aber grösser 
als der Ausschnitt; folglich auch die in den Ausschnitt 
beschriebene grösser als der Kegel H: welches unmöglich 
ist; denn oben (Saz XLI) ist gezeigt worden, dass si> 
kleiner sey als ein solcher Kegel, welcher einen Kreis, 
dessen Jlalbxnesser der von der Spize des Abschnittts an 
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die Peripherie des Kreißet, det dtt Abschnitts Grundfläche 
ist, gezogenen geraden Linie gleich ist, zur Grundfläche, den 
Halbmesser der Kugel zur Hüne hat : und ein solcher ist der 
Kegel H; denn er hat zur Grundfläche einen Kreis, der der 
Oberfläche des Abschnitts , d. i. dem genannten Kreise (Saz 
XLV1I1) gleich ist , und seine Hohe ist dem Halbmesser 
der Kogel gleich. Der körperliehe Allsschnitt ist also nicht 
grosser als der Kegel H. 

Es sey hingegen der Kegel H grosser als der kÖiL 
perliche Ausschnitt. Nun habe wiederum die .D, welche 
grosser sey als £, zu £ ein kleineres Verhältnis als der 
Regel zum Ausschnitt. Man nehme F, G wie vorhin; 
ferner habe die Seite des um den Ausschnitt beschriebet 
nen Vieleks zu der des darein beschriebenen ein Meine* 
res Verhältnis als D zu F; und man lasse die körperliche 
Figuren um den körperlichen Ausschnitt entstehen. Man 
tyird sodenn ebenfalls zeigen V dass die um den körperli- 
chen Ausschnitt "beschriebene Figur zu der darein beschrieb 
benen* ein kleineres Verhältnis liabe als Dzu£, mithin 
als dasjenige, welches der Kegel H zum Ausschnitt hat 
Daher hat auch der Ausschnitt zum Kegel ein kleineres 
als die in den Ausschnitt beschriebene Figur zu der darum 
beschriebenen. Nun ist, def Ausschnitt grösser als 'die in 
ihn beschriebene figfur. Folglich, ist der Kegel H grosser 
als die darum beschriebene: welches unmöglich ist; den* 
es ist bewiesen worden , (Saz XLV1), dass ein Solcher 
Kegel kleiner sey als die um den Ausschnitt beschriebene 
Figur. Der Ausschnitt ist also dem Kegel' gleich •). 

* mm HiJl»^^ 

•) AnraerXun-g. Fi, 4 1 /' 

Der nach Hin wegnehmung des körperlichen*. Aus- 
schnitts (ACDB) von der Kugel übrigbleibende Rest (ÄC 
jDF) ist ebenfalls einem Kegel (Ä) gleich , dessen Grund- 
fläche seiner sphärischen Oberfläche (AFD) und dessen Höhe 
dem Halbmesser der Kugel gleich ist. 

Denn man nehme den Kegel H wie vorhin ; und ei- 
nen Kegel indessen Grundflache der Oberfläche der gan- 
zen Kugel und dessen Höhe ebenfalls dem Halbmesser der 
JCugel gleich sey. Da nun die ganze Oberfläche der Kugel 
aus den beyden sphärischen ABD, AFD besteht , so ist 
die Grundfläche des Kegels L den Grundflächen der Kegel 
H 9 K, und da die Kegel gleiche Höhe haben, der Kegel 



Digitized by Googl 



X den Kegeln H 9 K zusammen gleich ( Lehns. i. E. V , 
24» ). Von diesen ist aber der Kegel L der ganzen Kugel 
( Saz XXX VI ) , der Kegel H dem Ausschnitt AGB B gleich 
(Saz L.). Folglich ist der übrige Kegel X dem Übrigblei* 
benden genannten Reste ACDF gleich. ' 

:» Bieren Beweis gibt Eutocius in seiner Anmerkung 
zum dritten Saz des Uten Buchs , bey welchem Archi- 
med den eben genannten Rest auch einen körperlichen 
Ausschnitt nennt , obgleich nach Eutocius Bemerkung 
die ßte Erklärung des I. B. zunächst nicht auf den- 
selben passU Von beyderley Ausschnitten, dem Hünern 
und grössern , gelten folgende 

Folgerungen. 

; i. Ieder Kugelausschnitt ( ACDB ) ist einem Kegel gleieh, 
welcher einen Kreis, dessen Halbmesser der* vom 
Scheitel seiner sphärischen Oberfläche an ule.PeMphe- 
, rie 4es sie begrenzenden , Kreises gezogenen geraden 
Linie ( AB) gleich ist , zur Grundfläche und den Halb- 
messer der Kugel zur Hohe hat (Saz IIL* IL.. L. Anm.). 

a. Ausschnitte der nfmlichen oder gleicher Kugeln ver- 
halten sicfrzu einander und zur Kugel wie iSre -sphä- 
rischen Oberflächen zu einander und zur Oberfläche 
der Kugel : 

Denn die ihnen gleichen Kegel ( Saz L. XXXVI) verhalten sich wie ihr« 
Grundf&chen» da sie gleiche Höhen haben (Lehns. I ). 

Oder wie die Hohen ihrer sphärischen Oberflächen 
zu einander und zum Durchmesser der Kugel (Saz 
IL, Folg. 2. ). 

3. Ausschnitte ungleicher Kugeln aber sind im zusammen- 
gesezten Verhältnis ihrer sphärischen Oberflächen und 
der Halbmesser ihrer Kugeln: 



Denn dis Verhältnis haben die ihnen gleichen Kegel ; »ie sind näm- 
lich im «»aammengesezten Verhältnis ihrer Grundflächen und Höhen (B.XU, 
TL 14 Cor,) 
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Oder im zjusammerigesezten Verhältnis der Höhen 
ihrer sphärischen Oberflächen und der Durchmesser ih- 
r^r (Kugeln ; und. wenp sie ähnlich sind , im triplicirten 
. . • ^/erjiäitnis der Halbmesser oder Durchmesser inrer Ku- 
geln tSaziL. ^1^3.»).; . . .\y r . 

4. Der fylinder, welcher einerley H&he mit der sph'iU 
rSsene'fi Oberfläche ^eines> Kugelausschnitts hat« und des- 
seff Diirchmejsser Hier Grundfläche dem Durchmesser 
^eY\Ktigel gleich^ iß*, ist anderthalbmal so gros als der 

• ♦EsseyGMein Cylinder, derGN==BF zum Dwcnwesse^deY Gruodfi%:hft 
und BE zur Hohe habe, wefcnes'auchdie-Höhe' der sphärischen Oberflä- 
che des Ausschnitts ACDB sey^De'rfcy^inder GM ist anderthalbmal so gros, 
als der Ausschnitt ACDB. ~» ~ V. v 1 

»fe ! «t«, i£m. FR : BA=;.UA ; BE, mithin £B : BA = £ßA : BEc=BA : £0 , indem man 
. , 0 y BQ^r>l-. ( jiimmtj so ist" Cß;EO =:CBq:BAq= Kreis qm deiy Durchmesser 
„^ . c .|^JlÄtIirpü t . dessen Halbmesser BA. Mithin der Kegel/ dejr ften'Hfejs, des- 
J sen Halbmesser BA, zur Grundfläche, und eine Höh§=(fe hat^'d/i. der Aus- 
schnitt AiDB ( Folg, 1.) dem Kegel gteich, der , denfcrjejs;in$%^ zurGrund- 
'.'Wehe, Ö «ur'Spiie'hat (Lehnst) und das Doppelt^roni Kepel, 'der die 
' • nalnTTche ^GnfndflÄche und B zur Spize W (Lehna. 1.). Von 4 diesem Kegel 
) T Uber 5st det Cylinder GBfc das Dreifache (£. XII, 1©.* ^Folglich der Cyna* 
— ' ;^er.6M asfcrthaiW so gros als. der Aussehet ACÜÖ,;^ , 
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Archimeds zweytes Buch über Kugel 

und Cylinder. 



* Archimed grtisst den Dösitheus. 

Du hast schon vormals von mir verlangt. däsS ich 
die Beweise von denen Aufgaben ausfuhren soll- 
te , deren Innhalt ich dem Konon geschikt t^abe. 
Nun trift es sich , dass die meisten derselbenWer- 
mittelst der Lehrsäze ausgeführt werden , von 
welchen ich dir die Beweise geschikt hab$: ; dass 
nämlidi die Oberfläche jeder Kugel das' Vielfache 
ihres grösten Kreises Sey; dass der Oberfläche je- 
des Kugelabschnitts ein Kreis gleich seyvdessen 
Halbmesser der vom Scheitel des Abschnitts an 
die Peripherie seiner örundfläche gezog^ii^ gera- 
den Linie gleich ist; dass Her Cylinder , de^serj 
Grundfläche der gröste Kreis einer Kugel und des* 
sen Höhe ihrem Durchmesser gleich ist, so wohl 



seine Oberfläche anderthalbmal so gros als die 0- 
berfläche der Kugel sey ; dass ferner jeder körper- 
liche Ausschnitt einem Kegel gleich sey, 'dessfcn 
Grundfläche derOberfläche des Kugelabschnitts im 
'Ausschnitt und dessen Hohe dem Halbmesser der 
Kugel gleich ist. Diejenigen Lehrsäze und Auf- 
gaben nun, welche vermittelst der eben ange- 
führten Lehrsäze ausgeführt werden, schike ich 
dir in diesem Buche ausgeführt; diejenige äber, 
welche vermittelst einer Speculation anderer Art 
gefunden werden und die Spirallinien und Konoi* 
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den betreffen , will ich dir bald zu überschiken 
suchen. 

r, Pie erste Aufgabe war folgende : 

, S az l 

Wenn eine Kugel gegeben ist , den ebenen 
Raum zu finden , der ihrer Oberffäche gleich sey. 

Dieser ergibt sich offenbar aus den vorhin gedachten 
Lehrsäzen. Denn das Vierfache des grOsten Kreises ist ein 

(B e i e s R xxxV ) er der oberfläche der KugeI & leich isfc 

Die zweyte war: 

S az lt Fig. 41. 

Wenn ein Kegel oder Cylinder gegeben ist, 
eine Kugel zu finden , die dem Kegel oder Cylin- 
der gleich sey. 

Es sey der gegebene Kegel oder Cylinder A, und 
demselben nie Kugel B gleich. Man seze einen Cylinder 
LtXJ , der andertbalbmal so gros sey als der Kegel oder Cy^ 
lmder:>l, und einen Cylinder, der andertbalbmal so gros 
Sey als die Kugel B , dessen Grundfläche derKreis um den 
Durchmesser GH und dessen Axe KL dem Durchmesser 

fe 1 £ S Ie ' c , h se y« So ist der Cylinder E dem Cylin- 
der Ä gleich Wenn aber Cylinder gleich sind , so ver- 
ihre Grundflächen umgekehrt wie ihre Hohen 

£ P*Piff H5f : ff- ist KL = GH ; denn der Cyli». 
der, der anderthabmal so gros als die Kugel ist, hat eine 
dem Durchmesser der Kugel gleiche Axe, und K ist ein 

£rw» /^S K ^§ e l < B - L S - XXXV11. ). Folglich 
C&vGHi =GH : JEfe EsseyGifq =RechtekCD X M 

, CR-MN=CDmGH* = GH:EF 
und vem^Ä CD, Cff = Gtf , MRT = MN: ER 

VJrAr * • - , sin l be >' de ß e ß eb en. Folglich sind GH 
MN zwo mittlere Proportionallinien zwischen zwo eetrel 
benen. Daher sind GH , MN beyde gegeben S ^ 
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soll eine dem Kegel oder Cylinder A gleiche Kugel fin- 
den. 



Es sey der Cylinder , dessen Grundfläche der Kreis um 
den Durchmesser CD und dessen Axe EF ist, anderthalb- 
mal so gros als der Kegel oder Cylinder A. Man nehme 
zwischen CD , EF zwo mittlere Proportionallinien GH, 
MN, so dass CD:GH=GH:MN=MN:EF, und 
gedenke.. einen Cylinder, dessen Grundfläche der Kreis um 
den Durchmesser GH und dessen Axe KL dem Durchs 
messer GH gleich sey. Ich behaupte, dass der Cylinder JE 



Dehn da CD : GH = MN : EF und verwechselt , und 
GH = KL ; so ist CD : MN. d. i. CD i : GH* d. i. Kreis 
E : KreisX = KL : EF. Die Grundflächen der Cylinder E, 
K verhalten sich also umgekehrt, wie ihre Hohen , und da- 
her sind diese Cylinder gleich. Der Cylinder K aber ist 
andertbalbmal so gros als die Kugel , deren Durchmesser 
GH ist ( und der Cylinder E anderthalbmal so gros als 



Die Aufgabe, zwo mittlere Proportionallinien zwi- 
schen zwo gegebenen zu finden , auf welche Archimed 
die des vorhergehenden Sazes zurükführt , ist eine von 
denen , deren Construction blos vermittelst der Postu- 
late der Elementargeometrie nicht bewerkstelligt werden 
kann. Von den mehrer ley Arten der Alten, dieselbe 
durch mechanische Mittel, durch die Durchschnitte 
krummer Linien u. s. w. zu construiren , von welchen 
Eutocius eine ausfürliche Sammlung auf behalten 
hat , die übrigens nach seiner eigenen Bemerkung in Ab* 
sieht auf die Analyse nicht alle von einander verschie- 
den sind, deren auch einige bey Pappus ( Collect. Math # 
L: HlVprop. 5. L. IV , pr. 24 ) stehen, mag hier eine, 
die von M e n echmus, angeführt -werden , welcher 
die Aufgabe durch den Durchschnitt zweyer Kegel* 



dem Cylinder K gleich sey. 




Anmerkung. 



schnitte auflöst. 



Di 



7 o 

„•Es scyen (Flg. 52.) D i E die gegebenen zwo ge- 
raden Linien ; man soll zwischen I>, E zwo nuttlere Pro- 
„portionallinien finden. 

„Es sey geschehen und es seyen dieselbe B, C. Es 
„sey AG eine der Lage nach angenommene in A begrenzte 
„gerade Linie, und^F=C, man ziehe FH senkrecht und 
„nehme sie *= B. Da nun D , £ , C drey proportionirte 
„gerade Linien sind , so ist D X C= , mithin dasRecht- 
„ek aus der gegebenen D und der C, d. i. AF= B Q d. 1. 
„Ffft . Folglich liegt der Punkt H in einer Parabel , die 
„durch A geht. Man ziehe die Parallelen HK 9 AK. Da 
„nun ßXC gegeben , nämlich «= Z) X ist , so ist auch 
„KHF gegeben; und der Punkt H ligt daher in einer Hy- 
perbel, die KA, AF zu Asymptoten hati Folglkfh ist 
„der Punkt H, und daher auch F gegeben. . .. .. } 

„ComposiCion. Man nehme die in A begrenzte AG 
„der Lage nach an , und beschreibe durch den Punkt A ei- 
„ne Parabel, deren Axe AG und deren Parameter D sey; 
„so dass die Quadrate der rechtwinkligen Applicaten auf 
„AG den Rechteken aus D und den Abscissen vom 
„Punkt A an gleich seyen. Sie sey beschrieben- und AH 
„sey dieselbe ; und AK in A senkrecht. Man beschreibe 
„alsdenn zwischen den Asymptoten KA, AF eine Hy- 
perbel, so dass die an KA 9 AG gezogenen Applicaten 
„ein Rechtek = D X £ einschliessen. Diese wird die Pa- 
„rabel schneiden. Dis geschehe fn H, und man fälle die 
„die Lothe HK % HF. , . , . 

„Da nun FH<\ =DX FA , so is t D : FH = FH : FA. 
„Und da D X E= HFA , so \stD :FH—FA: £. v Fol£- 
„lich D:FH=*FH:FA = FA:E 9 und wenn B*=FHh 
„C= FA genommen wird , D: B = B : C= C: E 9 das ist> 
„jD, B, C, jEsind stetig Proportion irt. Weichet zu fin- 
den war. /*; 

. • • * » . »• ». % 

„Anders Es seyen die zwo gegebenen geraden 

^„Linien AB , BC auf einander senkrecht* und DB , BE 
„seyen die mittleren Proportionallir.ien zwischen denselben, 
„so dass CB: BD = BD : BE= BE : BA. Man ziehe die 
„DF, EF senkrecht. Da nun CB: BD —BD: BE, so 
»ist CREJ.t das, ist das Rechtek aus einer gegebenen un4 
9% BE^ßm ^ l EF* § und mithin berürat.derPunkt 
„F eine gegebene Parabel , die BE zur Axe hat. Wieder- 
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„dm da AB: BE=*BE:,BD, so ist ABB d. i. d*s 

„BK Folglich ist der Punkt F gegeben ; und die FD < 
„FE sind senkrecht; die Punkte J, =JS:ünd also auch 
„gegeben. 

^Composition. ' t ^'*f e^en AB f BE die Tjeyden gege- 
„benen geraden Liriiep auf; einander senkrfecjit^ . und ÜDelt 
#B nach D, E verlängert. ' . Man bestnf eibV um clie Axe 
i>BE eine Parabel,, so dass'die Quadrate, äiet Applicateri 
„den Rechteken aus den Abs 1 rissen und BC) und eine an* 
„dere um die Axe i)B f sodass die Cfuaclrate der i^pplica^ 
,>ten den Rechteken aus 'den Abscisseft^ tifid AB gleich 
"i,seyen. Diese Parabeln schneiden einandefC, '£)is gesehen 
„he in F; man ziehe -die FD 1 , FE senkrecht f * 

,jDa FE. ehre Applfcate def -Parabel und -ihr DB 
„pleich ist , so isi CHE m BB<\ j Folgiieh GB>: BD 
„BD: BE Wiederum. da^FD . eine Ap pTi ca te der Parabel 
„und " ihr EB gleich ist:, - io* ist DBÄ « EBv % folglich 
99 DB:BE= BEi BAi MthimCB : BD^ BD: BEm 
„BE: BA. Welches ztt finden" war; • m ? t 

Diese beyden, Auflösungen kommen unter allen 
von Eutocius vorgetragenen denjenigen am hfiefa* 
sten , die in neuern Zeiten von D c s c a r t es , im i Uteri 
Buch seiner Geometnei'vo^Fermat (Varia ot>p.math..To- 
Ip&ae 1679. Append. : ad Isj*g$g.' To£.) Jun<J olu/iüs '^HVTe* 
so lab u m seu düae* me9i?e proportionales inter -e^ttemas da- 
tas per citculum o£ hf&ita^flyperboTas' Vel eJlipses & per 
quamli))efc exhibTti'i *"Le^ffif' ¥659. 166&) gegeben ivori 
deri sind*, y welche mehrere { Constru8ionen K vermittels^ 
des Durckschtütlfr 'eint? Ktkises mit eihem JCcgelschnitt 
nngebm. Däss auss^) diesen Pieta (-Opp. im Sppplemi 
^ometriae, Pseudomesolab. ttnd andern Stellen), Buy* 

con^tr. Frobl. 111.}, PiWrton QAntnm. nnivers. Append. 
* 'jatfohum construetio linearis > mehrere andere Auflfr 
je* geben , sey hier Mos zü erwähnt* genug. ' 

n ' <^-.. S^a z III. Fie: 4*. : " ; % ™ 

- * n .tv}?,fZ ' ■ Or.' M 1 14 i fct.xi , »<<*•» « : 

/ ledern Kugelstbschnitt ist ein Kegel gleich ? 
der mt dem Kugelabschnitt einerley Grundfläch« 



V 
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und zur Höhe eine gerade Linie hat , die sich zur 
Höhe des Abschnitts verhält wie der Halbmesser 
der Kugel und die Höhe des übrigen Abschnitts 
zusammen zurHöhe des übrigen Abschnitts. 

Es sey eine Kugel , und in derselben ein gröster Kreis, 
dessen Durchmesser AC sey, Die Kugel werde von einer 
durch BF gehenden auf der AC senkrecht stehenden Ebene 
geschnitten , und Jd sey ihr Mittelpunkt. Nun seyHA + 
AE : AE = DE : CE und HC 4- CE : CE = KE :AE ge- 
macht > und auf dem Kreis um den Durchmesser BF seyen 
Kegel beschrieben, welche die Punkte D, K zu Suizen ha- 
ben. Ich behaupte , dass der Kegel BDF dem Kugelab- 
ichnitt bey C und der Kegel BKF dem bey A gleich sey # ' 

Denn man ziehe. BH, HF, und gedenke einen Kegel, 
der den Kreis um den. liürfchmesscr^ BF zur Grimdükche 
und den Punkt H zur -Spize ihabe. Und es sev ein Kegel 
M, dereineWd^rOberträchedes^ngelabschnits'BCF, glejl- 
rhen KriÜi daseist dessen Halbmesser ~ BC seV (S. L 
S. XLVUI. ) , zur Grundfläche und-einerriem'Halbmiässeriier 
Kugel gleiche Hohe habe : so ist der Kegel M dem, kör- 
perlichen Äusscfinft BCFlf % gleich , wie im ersten Buch 
£Saz L.) feezeigt' worden ist. ' Da nun 

DE:EC=zHA+AE:AE; 
so ist getrennt DC' CE = HA : AE 
und verwechselt DC : CH = CE : E4(toCH=HA) 
und verb. DH : HC= CA : ß&i : BEH E.VJ, K.20) 

Es ist aber CB = dem Halbmesser des JCreises M JBJE der 
Halbmesser des Kreises um den Durchmesser BF. Mit- 
hin DH : HC = Kreis ifcf : Kreis um den Durchmesser BF 
CE. XII, g Cor.). Und HC = der Axe des Kegels M. 
Folglich DH : Axe des Kegels AT = Kreis M : Kreis um 
den Durchmesser BF. Daher der Kegel M = dem KegeL 
der den Kreis um den Durchmesser BF zur Grundfläche, 
DH zur Hülie hat (B. L Lelms. 4.) = dem körperlichen 
Rhombus BD HF ( Be w. des XIX. S. B. I. ). Nun. ist der 
Kegel M = dem körperlichen Ausschnitt BCFH. Fofglicll 
der körperliche Ausschnitt BCFH =1 dem körperlichen 

man also den gemeinschaftli- 
chen Kegel hinwegnimmt , dessen Grundfläche <W Kreis 
um den Durchmesser BFund dessen Höhe EH ist; so ist 
der übrigbleibende BDF dem Kugelabschnitt BFC gleich. 
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Ebenso "wird bewiesen Werden i dass der Kegel BKF 
dem Kugelabschnitt BAF gleich sey. Denn da 

HC+CE:CE=KE:EA 
so ist getrennt HC : CE = KA : AE 
und verwechselt KA : AH=AE : EC , faHA = HC> 
und i*rfc ffi : =AC:CE= BA i : BEi (E. VI, 8. ^o) 

Nun sey wieder N ein Kreis , dessen Halbmesser der 
AB gleich sey ; so ist derselbe der Oberfläche des Ab- 
schnitts BAF gleich > Wie im ersten Buch ( S. IL) beWie* 
sen worden. Und man gedenke den Kegel N> dessen 
Höhe dem Halbmesser der Kugel gleich sey ; so ist dieser 
dem körperlichen Ausschnitt BHFA gleich ( B. k.&'L. 
Anm. ). Da nun vermöge des bewiesenen KH': HA 
= AB* : BE<\ t d. i. = Quadrat des Halbmessers des Kreises 
N: Quadrat des Halbmessers des Kreises um den Durchmes- 
ser BF % d. i. = Kreis N : Kreis Um den Durchmesser BF % 
die AH aber der Höhe des Kegels N gleich ist ; so ist Kit 
: Hohe des Kegels iV= Kreis iv : Kreis um den Durchmes- 
ser BF. Folglich ist der Kegel 2V» dafeist, der Ausschnitt 
BHFA der Figur BHFK gleich ♦). Man fuge den ge- 
meinschaftlichen Kegel hinzu, dessen Grundfläche der Krei* 
um BF und dessen Hohe EH ist. So ist der ganze Ku- 
gelabschnitt ABF dem Kegel BFK gleich : welches zu er* 
Weisen Wan 

Und es ist offenbar : dass allgemein ein Kugelab* 

schnitt zu einem Kegel , der mit dem Abschnitt ei- 
nerley Grundfläche und gleiche Höhe hat, sich 
verhält wie der Halbmesser der Kugel und dasLotlt. 
des übrigen Abschnitts zusammen zumLoth des 
Übrigen Abschnitts **)> Denn wie DE zu EC ,'so Ver* 

•) Der Kegel N ist = dem Kegel, dessen Grundfläche der Kreis um BF * Höhe 
KH (B. I , Lehns. 4.). Dieser Kegel aber nebst-tiem , der die nämliche Grund,, 
fläche und EH znr Höhe hat» ist = dem KegefiiKF ( Lehns. J. E. Y , 24.). Man 
nehme den gemeinschaftlichen Kegel hinweg, der den Kreis um BF zur Grund« 
fläche, EH zur Höhe hat. So ist der übrigbleibende Kegel» welcher i N* 
s= der Figur BHFK. E 11 1. 

**) Oder wie der Ueberschuss von dreymal dem rfalb* 
mess der Kugel Über die Hohe des Abschnitts zum 
Ueberschuss von z weymal dem Halbmesser der Kügel- 
Über die Hohe des Abschnitts. (Denn ha+ ae=8HA«*cs 

AE = aHA-C£. Ebenso HC4-CE=3HC-AE, CEcaHC- AB> " - 

* ' . . - _ _ 

K 

» 
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hält sieh der Kegel BDF, das ist, der Ausschnitt BC% 
zum Kegel BCF ( B. 1 , Lehns. i # ). 

Dass der Kegel KliF dem Kugelabschnitt ARF gleich 
sey p » lässt sich unter den nämlichen Voraussexungeri noch 
so beweisen. Es sey ein Kegel N, dessen Grundfläche 
der Oberfläche der Kugel und dessen Höhe ihrem Halbmes- 
ser gleich sey ; so ist dieser der Kugel gleich ; denn es ist 
bewiesen worden ( Saz XXXVI , ß. I. j , dass die Kugel 
das Vierfache eines Kegels sey , der zur Grundfläche ihren 
grOsten Kreis , und zur Höhe den Halbmesser der Kugel 
hat : aber auch der Kegel N ist das Vierfache vom näm- 
lichen » weil seine Grundfläche von der Grundfläche des 
leztem t nämlich die Oberfläche der Kugel von ihrem grö- 
sten Kreise das Vierfache ist. 

Da nun HA+ AE : AE = DE : EC , 
so Ist getr. u. verw. HC : CD=AE : EC. 
Wiederum weil KE:EA = HC+CE:CE , 

so ist getr. u. verw. KA :^C} = AE:EC d. i. HC: CD, 

und verbundeh KH: [Jjg j = HD : DC 

ü.(E.V t T2)d.ganze^: DH = HD : DC = KH : HA 9 
folglich(E.VLi6.)RechtekI}jFfÄ:==RechtekiCD X HA. 
Auch ist, d*KH:HC=HD : DC,venv.KH:HD=HC:CD, 
vermöge des bewiesenen aber HC : CD =AE EC; 

folglich KH : HD=AE:EC, 

und daher *) KD q :KHD=AC\:AEC 9 

Nun ist AC dem Halbmesser des Kreises N gleich. 
Folglich das Quadrat des Halbmessers des Kreises N : /iE* 9 
das ist , Kreis N: Kreis um den Durchmesser ßF= KD : 

— — — "" 7 -'• 

Oder wie das Quadrat der Hohe des Abschnitts 
und dreymal das Quadrat des Halbmessers seiner Grund- 
fläche zusammen zu zweymal dem Quadrat des Halb- 
messers Seiner Grundflache. Denn da, wie oben gezeigt wur. 
de , CA ; AE = CBq : BEq , so ist HA : AE -\ CBq : BEq = CBq : aBEq , und 
verbunden H A + AE ; AK =r CBq + aBEq : aBEq = CEq + SöEq : aBEq- 
Ebenso ist HC + CE : CE = AEq + 3BEq : aBEq. 
«jVcrbundcn KD : DH =r AC : EC , u. KDq : DHq = ACq : ECq (E L VL aa) ; 
' IBII KchrtDH:KH = EC:AE, u. DHq j_KHD = ECq . Ahl ( h. Vi, i), 

d»h«r gleiihförroig hDH-^ = AC( l ;AtU 
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HA , d. i. = KD : Höhe des Kogels N. Mithin ist der Ke- 
gel N dem Kegel gleich , der den Kreis um den Durchmes- 
ser BF zur Grundfläche und DK zur Hohe bat (B. L Lehns. 
4.); lezterer Kegel aber ist dem körperlichen Rhombus 
RKFD gleich. Folglich ist auch der Kegel N, das ist, dio 
Kugel, dem aus den z Weyen Kegeln BDF 9 BKF beste- 
henden körperlichen Rhombus BKFD gleich , von welchen 
der Kegel BDF dem Kugelabschnitt BCF gleich bewiesen 
worden ist. Folglich ist der übrigbleibende BKF dem Ku- 
gelabschnitt BAF gleich ♦> 

Eine dritte Aufgabe war : 

» * 

S a z IV. Fig. 4;. 

Eine gegebene Kugel durch eine Ehene so zu 
schneiden , dass die Oberflächen der Abschnitte ein 
gegebenes Verhältnis zu einander haben. 

Essey geschehen. ADßE sey ein gröster Kreis der Ku- 
gel , und dessen Durchmesser AB. Durch die AB gehe 
eine auf ihr senkrechte Ebene , und mache im Kreis ADßE 
den Durchschnitt DE. Man ziehe AD , BD. 

Da nun das Verhältnis der Oberfläche des Abschnitts 
DAE zur Oberfläche des Abschnitts DBE gegeben ist, 
der Oberfläche des DAE aber ein Kreis, dessen Halbmes- 
ser z=AD, der Oberfläche des Abschnitts DBE ein Kreis, 
dessen Halbmesser = BD , gleich ist (B.l, S. I1L , IL. ); 
aber wie die gedachten Kreise, so das Quadrat von AD 
zum Quadrat van DB , das ist , AC zu CB ( E. VI , 8- 20.) 
sich verhält ; so ist demnach das Verhältnis von AC zu 
CB gegeben. Folglich ist der Punkt C gegeben. Und 
DE steht auf AB senkrecht. Folglich ist die Ebene durch 
DE der Lage nach gegeben. 



•) Der Kugelabschnitt [ßQg\ ist auch einem Kegel 
gleich , von dessen Grundfläche der Halbmesser der 
Höhe des Abschnitts (q^} und dessen Höhe dem 
Halbmesser der Kugel und der Höhe 'des übrigen Ab- 
schnitts { HA ± AE \ zusammen gleich ist. M»n sehe 

in der Anmerkung zum Vten Saz Dionysodors Auflösung am Ende. 
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Compoiition. 



Es sey eine Kugel , deren groster Kreis ADBC und 
dessen Durchmesser AB. Das gegebene Verhältnis sey das 
von F zu G. Man theile AB in C, so dass AC:CB « 
F:G; durch C werde die Kugel von einer Ebene ge- 
schnitten die auf AB senkrecht sey (E.XII, ii| I8) f 
und es sey DE der gemeinschaftliche Durchschnitt dieser 
Ebene mit dem Kreise, Man ziehe AD, DB, 

Nun seze man zwey Kreise ff, Üf , von denen desH 
Halbmesser = AD, der Halbmesser des K — DB sey. So 
Ist der Kreis H der Oberfläche des Abschnitts DA£ % der 
Kreis K der Oberfläche des Abschnitts DBE gleich. Da 
der Winkel ADB ein rechter und CD senkrecht ist, so ist 
AC'.CB % d, i. F: G =*AD<i : DB* , das ist « Quadrat des 
Halbmessers des Kreises H: Quadrat des Halbmessers des 
Kreises K % das ißt = Oberfläche des Abschnitts DAE :0~ 
berflache des Abschnitts DBE. 

*• a 

S a z V. Fig % 44. 

Eine gegebene Kugel so zu theilen , dass die 
Abschnitte derselben ein gegebenes Verhältnis zu 
einander haben. 

Es sey die Kugel ABCD. Man soll sie durch eine 
Ebene so schneiden , dass die Abschnitt© der Kugel ein 
gegebenes Verhältnis zu einander haben, 

Sie sey von einer Ebene durch AC geschnitten: So 
ist das Verhältnis des Abschnitts ADCzvtm Abschnitt ABC 
gegeben. Nun sey die Kugel durch den Mittelpunkt ge- 
schnitten, der Durchschnitt der gröste Kreis* ABC D , der 
Mittelpunkt K und der Durchmesser DB, Man mache 
KD + DX:DX=RX:XB t und KB + BX : BX = 
LX:XD, und ziehe die AL % LC, AR, RC. So ist 
der Kegel ALC dem Kugelabschnitt ADC t der ARC dem 
ABC gleich ( B. II. S, IU. }, Mithin ist das Verhältnis des 
Kegels ALC zum Kegel ARC gegeben. Aber wie der eine 
Kegel zum andern , so verhält sich L X zu XR , da sie 
die nämliche Grundfläche , den Kreis um den Durchm esse r 
^Chaben ( B. I. Lelms, i.). Folglich ist das Verhältnis 
l,X: XR gegeben. Und aus den nämlichen Gründen wie 
vorhin (beymBew, des M,S, ) folgt aus der Constfiftion, 
dass 
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LD:KD = KB:BR = DX:XB. 

DzminRB:BK=KD:DL 9 so ist verb.RKt^^^KL : LD 

u. die ganze RL : ganzen ÄL=* ÄX : LD ; 
daher Rchtl/^D=tf £q ,v.RL : LD=KL<\ : Llh VW*** 
Und da LD:DK=DX:XB , so ist 

(foIgl.Ä£ : LJ)^BD^^Xi) 
.Wiederum weil LX:XD=* KB + BX.BX, 
so ist getrennt XD : DX= KB : £X, 

Es sey FB = BK; denn dass F über R hinausfallen 
wird, ist offenbar *). Und es wird seyn LD:DX~Fß 
«j *X, folglich auch DL:LX=BFiFX. 

Da nun das Verhältnis RXiXL gegeben ist, so ist 
auch dasV erhältnis RL : LX gegeben. Und das Verhältnis 
V« lst zusar nmengesezt aus den Verhältnissen KL: 

XD , DL : LX, von welchen das R L : LD = £Z>i : DX«i, 
das DL:LX=BF:FX; folglich ist das Verhältnis RLx 
LX aus den Verhältnissen BD<i :DX<i , BF: FXzusam- 
bejj^ezt* 4 »). Man mache RL: LX = BF.FH; und 
da /iL :LX gegeben ist, so ist auch BF:FH gegeben; 
nun ist BF gegeben , denn sie ist dem Halbmesser gleich ; 
folglich auch FH, Und das Verhältnis BF: FH ist r.u> 
sammengesezt aus den Verhältnissen BF: FX, FX: FH. 
Man nehme das gemeinschaftliche Verhältnis BF:FX 
hinweg, so bleibt übrig BLh , welches. gegeben ist , : DX\ 
a=XF : FH ***), welche leztere auch gegeben ist. Und 
die gerade Linie DF ist gegeben. Es muss demnach die 
gegebene DF so geschnitten werden in X, dass wie XF 
zur gegebenen FH > so das gegebene Quadrat von BD 
zum Quadrat von DX sich verhalte. Diese Aufgabe so 
allgemein ausgedrükt hat eine Bestimmung; sieTiat sie 
aber nicht mehr, wenn man die hier vermöge der Analyse 
statt findenden Bedingungen dazu nimmt, drss nämlich DB 
das doppelte von BF und BF grösser als FH sey. Und 
die Aufgabe wird so lauten; Es sind zwo gerade Linien 
DB , BF gegeben , und DB ist das doppelte von BF, 
und ein Punkt H auf SF; die BD in X so zu theilen, 



») Weil KB d. i. FB> BR im nämlichen Verhältnis als DX> XB. 
' ^ E E1 V V SÄ ^ ROb ' SimSO,W AUSgabC ' 
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dass BD* : DXi » XF: FH sey. Diese beyden Aufgabe* 
werden am Ende aufgelöst und componirt werden* 

Composition* 

Es sey das gegebene Verhältnis Q : S des grossem 
zum kleinem. Und es sey eine Kugel gegeben , welche 
von einer Ebene durch den Mittelpunkt geschnitten wer- 
de; der Durchschnitt sey der Kreis ABCD , der Durch- 
messer/?!), der Mittelpunkt K. Man nelme BF=ßR 9 
und theile die BF in IT so , dass HF: HB^Q : S ; theil« 
ferner die BD in X so , dass XF: HF- BD* : DX* , 
und lege durch X eine auf BD senkrechte Ebene. Ich 
Behaupte , dass diese Ebene die Kugel so schneide , dass 
der grössere Abschnitt zum kleinern sich verhalte wie Q 
zu o. 

Denn man mache KB4-BX: #X= LX:XD 9 und 
KD + DX:DX=RX:XB 9 und ziehe AL % LC, AH, 
JiC, So wird der Cpnstruction zufolge , wie in der A- 
nalyse gezeigt worden ist, Rechtek RLD^LK^ und KL 
: LD = BD : DX. Und da RLD*=LK* , s 0 istRLiLD 
=Ltfq : LZ* . Folgl. RLLD^BD* :DXq <L i. =XF:FH . 
Und daKB+BX: J?X= LX: XD , KB = BF ; 
so ist FX: XB = LX : XD , und zurükkehrend 

XF : FB = XL :LD, und DL:LX=BP : FX 

Da nun R l: LD=*XF:FH 

und DL:LX=BF:FX 9 

so ist nleichförm u.in zerstreuterOrdn. RL:LX=Bf:FH 9 

und LX:XR—FH:Hff. 
Aber FH:HB~Q:S 9 
folglich IX: XK , d. i. Kegel AW: Kegel ^IRC, cU L Ku- 
gelabschnitt -4DC : Abschnitt ABC= p : <S. 

Anmerkung. 

Da die von Archi med versprochene Analyse und 
Composition der Hl'dj sauf gäbe , auf weiche er die des 
vorhergehenden Sazcs zurükführt , sich in den gewöhn- 
lichen Abschriften nicht vorfand ; so suchte nach Eu~ 
tocius Erzählung Dio ny sodor , da er mit der 
Half sauf gäbe nicht zu Stande kommen konnte, die 
Aufgabe des Sazes , ohne Jene zu gebrauchen , auf ei- 
nem andern Wege aufzulösen ; und ebendasselbe ver- 
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suchte Diokles , der dafür hielt , dass Ar chim e d die 
von ihm versprochene Analyse und Composition nie- 
mals wirklich segeben habe. Nach langem Bemühen 
aber, erzält Eutocius ferner, sey ihm endlich ein 
Exemplar in die Hände serathen, welches eine Ausfüh- 
rung der genannten Hülfsaufgabe . zwar durch Schreib- 
fehler sehr verunstaltet, aber in dem dem Archimed 
gewohnten dorischen Dialekt und mit Gebrauch der 
altern Benennungen der Kegelschnitte . nach welchen die 
Parabel Schnitt eiries rechtwinklichen , die Hyperbel 
Schnitt eines stumpf winklichen Kegels hiess , verfas st 
enthalten habe: so dass er auf den Gedanken gekom- 
men sey. Archimed möchte wohl selbst das beym 
vorhergehenden Saze versprochene ausgeführt haben. 
Eutocius stellt sodenn den Innhalt jener Stelle dar % 
wie folgt ; 

Aufgabe. Ftg. fjf. 

• 

- „Es ist eine gerade Linie AB, eine anderere 
„und ein Raum D gegeben; auf AB einen Punkt 
„wie E so zu nehmen , dass AK : AC wie der Raum 
„D;£jB* sich verhalte. 

„Es sey geschehen. AC sey auf AB senkrecht; man 
„ziehe CE und verlängere sie nach F. Durch den Punkt C 
„ziehe man der AB die CG , durch R der AC die FEG pa- 
rallel, welche den AE, CG begegnet. Man vollende 
„das Parallelogramm GH, ziehe durch E den CH , GF 
„die KEL parallel ; und es sey das Rechtek CGM=Ü# 

„Da nun {gg q 

\CG<\-<CGM\ 

„verw. 4 CG : GM\>=CGF:KF* , mithin MGF=KFa. 
\CGF.MGF\ 1 

„Wenn demnach um die Axe FG durch den Punkt G eine 
„Parabel beschrieben wird, so dass die Quadrate der Ap- 
„plicaten den Rechteken aus den Abscissen und GM gleich 
„seyen , so wird diese durch K gehen : und sie wird der 
„Lage nach gegeben seyn , weil GM, welche mit der ge- 
gebenen Gl? den gegebenenRaumD einschliesst, der Gross« 
„nach gegeben ist, Sie sey beschrieben, GK sey dieselbe. 

„Da ferner das Rechtek KL-CB (E.I, 44). 4> ? 
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„HKL=*ABG; so wird eine durch B um die Asympto- 
ten HC, CG beschriebene Hyperbel durch den Punkt K 
„gehen und der Lage nach gegeben seyn, weil die beyden 
„HC, CG und der Punkt B der Lage nach gegeben sind* 
„Sie sey beschrieben , und KB sey dieselbe. So berührt 
„demnach der Punkt K eine der Lage nach gegebene Hy- 
„perbel. Er berührte aber auch eine der Lage nach gege- 
^bene Parabel, Der Punht K ist also gegeben. Und KE 
,,ist von ihm auf der der Lage nach gegebenen AB senk- 
recht. Folglich ist der Punkt E gegeben. * 

* ■ 1 • 

„Da nun EA zur gegebenen AC wie der gegebene, 
„Raum D zum Quadrat von EB sich verhält ; so sind vor^ 
„zwey Körpern , deren Grundflächen das Quadrat von EB 
„und der Raum D> und deren Höhen EA, AC sind, die 
„Grundflächen und Höhen umgekehrt proportionirt - r folg-» 
. „lieh die Körper gleich ( E. XI ♦ 34. ) ; nämlich das recht- 
„winkliche Parallelepipedom BE\ X EA = dem gegebe- 
nen D X AC. Nun ist aber BE<\ X EA das gröste un- 
„ter allen auf ähnliche Art aus AB erhaltenen rechtwinkli- 
geren Parallelepineden , wenn BE = 2 QA ., wie bewiesen 
„werden soll. Es muss also das rechtwinkliche Parallele* 
„pipedum aus dem gegebenen Raum und der gegebenen ge*' 
„raden Linie nicht grösser als BE<\ X EA seyn (indenv 
i% BA so getheilt ist, dass BE=2EA), 

Composition* Fig. 55. 

„Es sey die gegebene gerade Linie AB, eine andere* 
„gegebene AC , und der gegebene Raum D. Man soll AB' 
„so theilen , dass wie der eine Abschnitt zur gegebenen 
„AC so der gegebene Raum D zum Quadrat des andern- 
„Abschnitts sich verhalte. 

' „Man nehme AE= \AB. Nun ist DXAC entweder' 
„grösser als BEi X EA , oder ihm gleich oder kleinen 
„Im Fall , da es grösser ist , ist keine Composition möglich, . 
„wie in der Analyse gezeigt worden ist. Wenn es ihm 
,jgleich ist, so thut der Punkt E der Aufgabe Genüge*- 
„denn Grundflächen und Höhen gleicher Körper sind um- 
gekehrt proportionirt und es ist EA : AC- D : BE$* Ist 
„aber DX AU < BEqXEA, so wird man so verfahren : 

- 

„Es sev AC senkrecht auf AB ; durch C ziehe man der 
»AB die CF f durch B der AC die BF parallel , die mit der 
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„verlängerten CE in G zusammentreffe. Man vollende 
„das Parallelogramm FH , und ziehe durch E der FG die 
„KEL parallel. Da nun DXAC < BE<\ X EA , so ver- 
hält sich wie EA zu AC so der Raum D zu einem klei- 
nem als BEq. welches = GÄq. Ei sey EA:AC = D 
: GiWq , und CFN = D. Da nun . 

>4 CFq :CFG ^ = EA < AC = i CFN ^ : so 
\CFq :CFN\ 

CF :FN >= CFG : GMq , folglich NFQ = GMq. 
CFG.AWf 

„Wenn daher durch F um die Axe FC? eine Parabel be*- 
„schrieben wird , so dass die Quadrate der Applicaten den. 
„Rechteken aus den Abscissen und NF gleich seyen , so 
„wird dieselbe durch M gehen. Sie sey beschrieben , und 
„MOF sey dieselbe. Da ferner HL AF d. i. HKL =- 
„AUF; so wird eine durch B um die Asymptoten AC 9 
„CF beschriebene Hyperbel durch K gehen. Sie sey be- 
„schrieben , und BOK sey dieselbe und schneide die Para- 
„bel in O. Vom O fälle man OPQ auf Aß senkrecht , und 
„ziehe durch O der AB die RO& parallel. Da nun BOK 
„eine Hyperbel ist, deren Asymptoten HC 9 CF 9 und 
„HO , ÖQ den AB , BF parallel gezogen sind ; so ist 
„ROQ=ABF , und daher RP=*PF. Tolglich, wenn 
„von Unach S eine gerade Linie gezogen wird, so wird 
„sie durch P gehen. Sie sey gezogen , und CPS sey die- 
selbe. Da nun PA : AC=PB : BS=£F: FS=CFN:SFN, 
,und CFiV==D , u. SFN=SO* =BP* wegen der Parabel ; 
\so ist PAiAC = Raum D : BP<\, und mithin der 
*,Punkt P gefunden , welcher der Aufgabe Genüge leistet. 

„Dass aber, wenn BE~zEA, alsdenn BE<\ X EA 
„das gröste unter allen auf ähnliche Art aus BA erhaltenen 
„rechtwinkligen Parallelepipeden «ey , wird so bewiese» 
„werden : 

( Fig. 56. ) „Es sey wiederum , wie in der Analyse, 
„die gegebene gerade Linie AC auf der AB senkrecht; und 
„CE gezogen und verlängert treffe mit der durch B der 
„AC gezogenen Parallele in F zusammen. Durch C, F 
>t seyen HF 9 CG der AB parallel gezogen , CA nach H 
„verlängert, und ihr durch E die KEL parallel. Und es 
„sey EA : AC » CGM : EB* gemacht ; so ist BE<\ X EA 
„« CGM X AC, weil die Grundflächen und Hönen dieser 

L 
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„Küi^nuiafigekehrt proportionirt sind. -Ich behaupte nun, 
„dass CG MX AC das gi üste unter allen auf ähnliche Art 
„aus BA erhaltenen rechtwinklichen Paralleiepipeden sey. 

„Penn man beschreibe durch G um die Axe GF eine 
„Parabel, so dass die Quadrate der Applicaten den Rechte- 
cken aus den Abscissen und GM gleich seyen \ diese wird 
„durch K~ gehen , wie in der Analyse .bemerkt worden 
„ist, und mit der verlängerten HC , welche ihrem Durch- 
messer parallel ist, zusammentreffen (Apoll. Conic. I, 26); 
„dis gfeschehe in N. Durch B beschreibe man um die As. 
NC, CG eine Hyperbel ; diesejwird auch durch K gehen , wie 
„in der Analyse gesagt wurde ; sie sey BK. Man nehme 
„der FG ihre Verlängerung GO gleich , ziehe OK und ver- 
längere sie nach P. So ist offenbar , dass diese die Para- 
bel berührt (Apoll. Conic. 1, 33 Conv.). Da nun BE=* 
r&EA vermute der Voraussezung , d.i. FK~iKH , und 
„dasDreyek PHK dem OFK ähnlich ist; so ist OK = 2KP. 
„Es ist aber auch OJC = 2ÄO. weilOf = 2FG und QG der 
n KF parallel. ist Folglich PK=*QK. Da demnach die 
9f PK(/ . welche zwischen den Asymptoten der Hyperbel 
„liegt B und die Parabel berührt , inK halbirt wird; so be-. 
,',rührt siedie Hyperbel ( Ap. Con. II , 3 Conv, ). Sie berührte, 
„aber auch die Parabel im nämlichen Punkt K. Folglich be- 
rührt die Parabel die Hyperbel in A'. Man gedenke sich 
„die Hyperbel verlängert nach ii. Man nehme auf A B irgend 
„einen beliebigen Punkt S , ziehe durch S der KL die TSlf. 
^parallel , welche der Hyperbel in T begegne , und durch 
„T der CG die VTX parallel. Da nun wegen der Hy- 
perbel und ihrer Asymptoten VU=*CB, so ist, wenn 
„man das gemeinschaftliche CS wegnimmt, FS=SG 9 
„und daher wird eine von C nach X gezogene gerade Li- 
„nie durch S gehen. Diese sey CSX. Da nun WX\ = 
„XGM wegen der Parabel , so ist TXi < XGM. Es 
„sey TXq = XGy. Da nun 

SA:AC^G:GX=CCty:XGy=CGy:^X q q ^ 

f ,so istBSq X SA = CGy X AC < CGM X AC. 
„Folglich ist.BSq X SA <BE* X EA. Eben so wird 
„man es von allen Punkten beweisen, die zwischen B , E 
„genommen werden. 

„Man nehme nun einen Punkt / zwischen E, A. Ich 
„behaupte, dass auch BE<\ X EA> Bs* X sA. Denn 
„man mache die nämliche Construftion wie vorhin, ziehe. 



» 



Digitized by Google 



I 



83 

„durch s der KL die usR paVaHel', welch* der Hyperbel 
„in R begebe, welches geschehen muss, weil sie der 
„Asymptote parallel ist ; und durch R der AB die vkx 
„parallel, welche die verlängerte GF in x treffe. Da nun 
„wiederum wegen der Hyperbel im — AG; so wird eine 
„von C nach x gezogene gerade Linie durch / gehen; sie 
„*ey Esx. Und da wiederum wegen der Parabel Zarqcss 
„xGM, so istjRx<i <xGM. Es sey Rx<\ — xGv. Da 

„nun sA : AC= CG : Gx == CGy:xGy= CGy: [*£ q q | ; 

„so ist Bs* X sA=CGy X ^4C<CGM X 

„Mithin \stBE\ X EA> Bs* X sA. Und dis wird eben- 
„so für alle Punkte zwischen £, A bewiesen werden. 
„Es ist aber auch für alle Punkte zwischen E , B bewie- 
sen. Folglich ist unter allen auf ähnliche Art aus AB er- 
haltenen Tarailelepipeden das BE\ X EA das groste > 

„wenn BE = 2£y|. 

f ' • s >r • 

„Nun ist noch zu bemerken , was sich bey der ange- 
zeigten Construttion ereignet. Da sowohl bS* X SA 
*,als Bs* X sA< BE* X EA bewiesen worden ist ; so 
„lässt sich, wenn das Parallelepipedum aus dem gegebenen 
j,Raum uud der gegebenen geraden Linie kleiner ist als 
„das BEi X EA , die AB in zwey Punkten so theilen, 
„dass der Aufgabe Genüge geschieht. Dis geschieht, wenn 
„wir uns um den Durchmesser Gar eine Parabel beschrieben 
„gedenken, deren Applicaten den Rechteken aus den Ab- 
rissen und Gy gleich seyen. Diese geht nun durch T. 
„Und da sie mit der CN, welche ihrem Durchmesser par- 
allel ist , zusammentreffen muss ; so schneidet sie die Hy* 
t,perbel noch in einem andern Punkt oberhalb K > wie hier 
„in R. Und ein von R auf AB gefälltes Loth t wje hier 
»Rs , schneidet die AB in s , so dass der Punkt s der 
„Aufgabe 'Genüge leistet, und BS* X SA = fis* X sA 
„wird , wie aus den vorhin geführten Beweisen erhellt, 
„Da sich demnach auf BA zwey Punkte finden lassen, 
/„welche das Verlangte erfüllen , so kann man nehmen 
„welchen man will, den zwischen E, B, oder den zwi- 
schen E 9 A. Will man den zwischen E, B 9 so wird, 
„da die durch G , T gehende Parabel die Hyperbel in zwey 
4,Punktcii schneidet, der nähere bey G oder bey der Axe 
„der Parabel den zwischen E, B bestimmen , wie hier der 
„T" den S bestimmt; der entferntere aber wird den zwi- 
schen E, A bestimmen, wie hier R den s bestimmt. 
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Dis die Analyse und Compositum im allgemeinen. 
Eutocius kommt hierauf zur Anwendung auf die Aufgabe 
des Vten Sazes , welche dahin zurükgefrihrt wurde : (Fig. 
44.) DF in X so Zu theilen , dass XF zu einer gege- 
benen sich verhalte wie ein gegebener Raum zu JJX* . 
Wenn nun das Parallelepipedum aus dem gegebenen üaura 
und der gegebenen geraden Linie > DB* X BF wäre, so 
wäre die Aufgabe unmöglich; wenn es aber=sjDZ? l i X HF 
wäre, so wurde der Punkt B der leztern Aufgabe Genüge 
leisten, aber zur anfänglichen Aufgabe Archfmeds nicht! 
dienen ; denn die Kugel konnte durch B nicht im gegebe- 
nen Verbältniss getheilt seyn. Dajjßr erklärt Archimedy 
»dass die Aufgabe so aUgeniein ausgedrükt eine Be- 
stimmung habe*" Diese Bestimmung aber fällt weg 
„ wenn man die hier statt findenden Bedingungen da- 
zu nimmt, dass DB == 2 BP, und BF > J*H sey f 
und die Aufgabe so lautet: Es sind zwo gerade Li- 
nien DB , BF gegeben , und DB ist das doppelte von BF\ 
und auf BF ein Punkt H ; die BD in X so zu schneiden , 
dass XF : FH = DB* : DX* Denn hier .ist offenbar!, 
dass DB X FH < DB* X BF und von den beyden 
Punkten, welche der Aufgabe Genüge leisten würden» 
"wenn DF getheilt werden sollte , nur derjenige genom- 
men, werden kann , der zwischen B , D liegt. 

Dionysodors Auflösung der Aufgabe des V ten Sazes. 

(Fig. 570 

* * „Es sey die gegebene Kugel , deren Durch- 
»messer AB, das gegebene Verhältnis CD : DE. 
„Man soll die Kugel durch eine auf AB senk- 
„rechte Ebene so theilen, dafs der Abschnitt,. 
„ dessen Scheitel A , zum Abschnitt , ,d essei * 
„Scheitel B, sich verhalte, wie CD zu DE. " 

„Es sey R41nach F verlängert so, dass AF 
„f AB; und CE : ED «= FA . AG, und AG auf AB 
„senkrecht; ferner FA : AH= AH: AG ; so ist AH> AG. 
„Durch Fum die Axe FB beschreibe man eine Parabel, 
„so dass die Quadrate ihrer Applicaten den Rechteken 
„aus den Abscissen und AG gleich seyen ; diese wird 
„durch H gehen: weil HA\ ^FAG. Sie sey beschrie- 
ben, und FHK sey dieselbe. Durch B ziehe man BK 
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„der AH parallel, welche die Parabel in K ichneide. 

„ Durch G um die Asymptoten FB , beschreibe man 
„eine Hyperbel, welche die Parabel zwischen H, K 
„ schneiden wird. Dis geschehe in L. Von L fälle man 
„auf AB die LM senkrecht, und ziehe durch G, L die 
GN; LO der AB parallel. 

„Da nun GL ein* Hyperbel ist, -/fB, B£ ihre Asym- 
ptoten, und ML, LO den AG, GN parallel; soistKchfc 
„AGN= MLOd.l LMB=*GAB 9 folglich LM; GA 
99 AB : BM. Und da wegen der Parabel LM I = EM X 
>H 4G, so ist FAT: ML = ML : AG , FM;AG = LM<\ 
„ : G^i «= ^Bi : BMq = Kreis f dessen Halbmesser AB z 
„Kreis , dessen Halbmesser BM. Folglich ist der Kegel, 
„der den Kreis, dessen Halbmesser AB " 9 zur Grundfläche 
„und AG zur Höhe hat, dem Kegel gleich , der den Kreis« 
„dessen Halbmesser BM 9 zur Grundfläche und FM zur 
„Hü he hat (B. I, Lehns. 4.). Folglich hat der Kegel, der 
„den Kreis, dessen Halbmesser AB % zur Grundfläche und 
9 ,FA zur Höbe hat, zum Kegel, weicherden Kreis, dessen 
„Halbmesser BM 9 zur Grundflache und FM zur Hohe 
„hat , das nämliche Verhältnis wie zum Kegel , der den 
*,Kreis , dessen Halbmesser AB , zur Grundfläche und AG 
„zur Höhe hat, das ist (B. 1, Lehns. 1.) das FA:AG\ d. 
„i. , das CE : ED. Nun ist aber der Kegel , der den Kreis, 
„dessen Halbmesser AB % zur Grundfläche , und zur Hö- 
„he hat, der Kugel gleich (B.l, Saz XXXVI.); urid der 
„Kegel, der den Kreis , dessen Halbmesser BM , zur Grund- 
„fläche und FM zur Höhe hat, ist dem Kugelabschnitt 
„gleich, dessen Scheitel B und dessen Höhe BM ist, wie 
„bewiesen werden wird. Folglich verhält sich die Kugel 
„zum erwähnten Abschnitt wie CE zu ED ; und getrennt 
„der Abschnitt , dessen Scheitel A und dessen Höhe -4M 
„zum Abschnitt, dessen Scheitel B und Höhe BM 9 wie 
„CD zu DE. Mithin theilt die durch LM gelegte auf AB 
„senkrechte Ebene die Kugel im gegebenen Verhältnis. 

„Dass aber der Kegel , der den Kreis , desäen Halbmes- 
ser BM, zur Grundfläche und FM zur Höhe hat, dem 
„Kugelabschnitt gleich sey , dessen Scheitel B und dessen 
„Höhe BM ist , wird so bewiesen. Es sey FM:MA 
„= PM : MB. So ist der Kegel , der die nämliche Grund- 
„fläche mit dem Abschnitt und PM zur Höhe hat . dem Ab- 
schnitt gleich (B. II. S. IL) Und da FM:MA =--PM : MB, 
»so ist verwechselt FM: PM MA ; MB = QM* :MB<\ 
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4,t=*Kte\$ , dessen Halbmesser QM : Kreis , dessen Halbme&- 

^,ser MB. Folglich ist der Kegel , der den Kreis , dessen 
Y,Halbmesser MB , zur Grunafläche und FM zur Höbe 
„hat , dem Kegel , der den Kreis , dessen Halbmesser^) M, 
>,zur Qründfliche und PM zur Höhe hat (B.I, Lelms. 4.) 
„und mithin auch dem Kugelabschnitt gleich. " ... 

- Da, wie in' der Archimedischen Auflösung der Auf- 
Mabt des Vten Sazes bemerkt wird ( Fig. 44. ) , dar 
Verhältnis LX: Xü gegeben-ist , und LD : Da wie der 
gegebene Halbmesser ixa zuBX, LD : DK wie der näm- 
lich* Halbmesser zu CE sich verhält , so nimmt 

Di ohles 

-%ur Auflösung der genannten Aufgabe folgende Hülfs* 
tut/gäbe vor: (Fig. 58-) 

t I 1 l f 

• " . „Eine gegebene gerade Linie AB in E zu their 
Jen und ihr FA, Gß anzusezen, so dass FE: EG 
„das gegebene Verhältnis C; D habe, und FA: AE 
„wie eine gegebene zu BE , GB : BE wie die näm- 
liche gegebene zu AE sich verhalte. , 

„Es sey geschehen. Man ziehe HAK t LBM auf 
„*4£? senkrecht > nehme ^/f = BAT « der gegebenen , zie*- 
,^he KE , ME und verlängere sie nach L , if. Man zie- 
„he ferner KM , durch L die Z#iV der AB , und durch JE 
-„die OEPQ der NK parallel. Da nun 

FA : AE^MB : ßE, wie vorausgesezt wird, f 
MB : = if/l : ^£we^en derAehnlichr 

keit der Dreyeke, 

„so ist FA iAE = HA : AE , folglich FA = Ha. 
„Aus dem nämlichen Grund ist BG=BL. 

1 „Und da HA + AE : Mf? + BE=AE : EB = KA+AE 
„: LB-hBE, so ist (LB + BE) X (HA+AE) = (KA 
„ + AE) X (AfB + ßE). Es seyen £<S bevde = 

„tf/i. Nun \&tHA + AE=FE, LB + BE^EG, KAAs 
9 ,AE=RE, MB+BE=SE\ und FEG=RES. Wenn 
„daher f{ zwischen ^ , F fällt, so wird S über G hinaus-, 
„fallen, und umgekehrt. Nun ist C:Dz=:FE:EG -55 

M : - Eöq- Es se ^ pE=zEB > und gezogen 

„und auf beyden Seiten verlängert treffe mit den in S , Ii 

1 1 
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„senkrechten ST 9 RVinT, ^zusammen. Da nun TV 
„durch den gegebenen Punkt B an die der Lage nach gege- 
benen AB gezogen ist , so dass sie mit ihr einen gegebe? 
„nen Winkel EBP , nämlich die Hälfte eines rechten 
„macht; so ist die TV der Lage nach gegeben. Und da 
„die von den der Lage nach gegebenen Punkten S , Ä ge- 
zogenen <ST\ KV dieselbe in jP, V schneiden; so sind 
„die Punkte T % V gegeben 5 mithin ist TV der Lage und 
„Grösse nach gegeben. Und da 

TB:BP=SB:BEweg. Aehnl,d.AAJSPjB,«S/?F; 
„so ist verb. TP:PB=SE:Eß. 
* Aber BP:PV=BE:ER 

«üti« / li? c TP iPV \ {SE :ER ? / 
*^ 0 & h f\TPV:PV*riSER iER*\ • * 



H u. verw. TPV.SER = PV* : ER* , 
„Nun ist PVq = lERq , da auch Pßa m zBE<u 

Folgl. TPV zzzSIui. 

„Es ist aber bewiesen wor- 
den, dass SER : EGq = C:D; 

^Mithin TPV :[o^}*4C:2> f 

' l da EG = L$ + BE=OP. 

„Und|das Verhältnis zC:D ist gegeben; folglich auch das 
^Verhältnis TPV :OPq. Wenn wir demnach machen 
,,aQ: D «= TV reiner andern, wieX; und um TV eine 
„Ellipse beschreiben ,~ so dass die Quadrate der Applicaten 
^unter dem Winkel OPB , d. i. der Hälfte eines rechten 
,,gleich seyen den an X angelegten Rechteken, welche 
„Fdie Abscissen zu Breiten und) eine dem Rechtek TV X" 
„X ähnliche Fignr zur Ergänzung haben ; so wird diesel- 
„be durch O gehen. Sie sey beschrieben, und VOT sey 
„dieselbe. Der Punkt O berührt demnach eine der Lage 
„nach gegebene Ellipse ( Apoll« Conic. 1 , 21. Conv. ) Und 
„da LK Diagonale des Parallelogramms NM ist , so ist 
„NOQ = ABM. Wenn wir also durch B um die Asym* 
üptoten HK, KM eine Hyperbel beschreiben , so wird sie 
„durch O gehen und der Lage nach gegeben seyn , da so 
„wohl der Punkt B als AB, BM, mithin auch die Asym] 
„toten HK , KM der Lage nach gegeben sind. Sie 
„beschrieben und OB sey dieselbe. So berührt dem 
„der Punkt O eine der Lage nach gegebene Hyperbel. 
„Er berührte aber auch eine der Lage nach gegebene El- 
lipse. Folglich ist der Punkt O gegeben, und das Loth 
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„von ihm OE; mithin der Punkt E. . Und d, MB : BE = 
FA • AE und AE gegeben ist, so ist Ab gegeben. AU» 
^gleichem Grnnd ist GB gegeben. 

Composition. 
JlB sey die gegebene zu tbeilende gerade Linie* 
AK die andere gegebene , C : D das gegebene Verhält- 
nis Man siebe aul AB die Bm a ^/T senkrecht , »ehe 
"KM; nehme AR und BS beyde a und errichte 

"in jl ä die Lothe Kr, 5/. An den Punkt B lege 
"man den Winkel ABP, die Hälfte e.nes Rechten 
"und B£ auf beyden Seiten verlängert schneide dieUF,, 
SV in V. T. Man mache i C: D - TP : X, und 
"beschreibe um eine Ellipse; so dass die Quadrate, 
rder AppHcaten unter der Hälfte eines rechten Winkel, 
gleich sey«" den an X angelegten Rechteken, welche 
Pdie Abscfesen zu Breiten una) eine dem Rechtek TT X 
X ähnliche Figur zur Ergänzung haben (Apoll Conic. 
"l. S4 .) Durch B um die Asymptoten AK , KM beschrei- 
be man die Hyperbel BO, welche die Ellipse in O 
''schneide; von O ziehe man auf AB die Of senkrecht 
"und verlängere sie «ach Q. Durcl 1 O ziehe man WN 
der /lB parallel, verlängere KA, MB nach if , L, ziehe 
M£, welche verlängert mit Ä N m «zusammentreffe. 
"Da nun BO eine Hyperbel ist, Ha, KM ihre Asymp- 
toten, so ist NOQ ~ ABM, ^und daher KEL eine g*, 
„rade Linie. Es sey FA&HA, GB =s BL. 

Danun tjC:D=TF:X,v.TF: X=TPV:OP* <Ap.Con.I,ei)» 
so ist iC:D= TPF:OP<i. . 

"Undda TB :BP = SB '.BE, 

U^vertunäen TP :PB = || ^ 

„und verwechselt TPV.SER = i>Pq :EÄ q . 

„Nun ist Pr q e aEflq , da FBq ö sBEq , weil 

„ s= UP , indem die Winkel 
„beyß, P halbe rechte sind. 
„Folgl. ist auch TPV^lSER. Und da bewiesen worden, 
„dass zC:D=TPV:QPq\ so ist, wenn man die Hälften der 

„ Vorderglieder nimmt 9 C : D ts «SEK : [jjctt] 1 da beyde 
„Ol>, EGztLB + BE. Da nun 



* 
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HA+AE: MB+BE=AE: EB=KA+AE: LB+BE , 

„so ist (HA+AE)x(LB+BE =(KA+AE)x(MB>cBE). 
„Aber HA+AE=FE, Z.B + B£=£G, KA+AE=RE, 

mB + BE=ES. 

„Folglich FEG ö RES. .Und C:Da FEG : £Gq a FE.EG. 
„Und da AfB : B£s HA: AE,HAviFA\ so ist MB : BE 

czFA.AE. 

„ Aus gleichem Grunde : <<4£ s GB : B£. 

« 

„Demnach ist geschehen , was verlangt worden ist : es 
„war nämlich die gerade Linie AB , eine andere AK und 
„das Verhältnis C: D gegeben ; und es ist auf AB der 
„Punkt ^genommen , und ihr FA , GB angesezt worden , 
„so dass FE: EG das gegebene Verhältnis hat, die gege- 
bene MB zu B£ wie FA zu AE , und die nämliche gege- 
bene KA zu AE wie GB zu B£ sich verhält" 



Wird nun yennittelst dieser aufgelösten Aufgabe (Fig. 
44.) auf der gegebenen BD, dem Durchmesser der im ge- 
gebenen Verhältnis O : <S zu theilenden Kugel , der Punkt 
X genommen, und ihr TiB, LD angesezt, so dass LK: 
KR s0:5, und LD: DK wie die gegebene KB : BX, 
RB : BX wie die nämliche gegebene KD : DK sich ver- 
halte ; so wird die Kugel von einer durch X senkrecht auf 
AB gelegten Ebene im gegebenen Verhältnisgetheilt seyru 
Denn es ist alsdenn auch verbunden LK: XJÖsÜCB+BX 
: BX, KX:XB = KD + DK DK-, mithin sind (B. II, S.11L) 
«lie Kegel , welche L , R zu Spizen , den Kreis um den 
Durchmesser AC zur gemeinschaftlichen Grundfläche haben, 
den Kugelabschnitten ADC, ABC gleich. Und diese Kegel 
verhalten sich wie LK:KR 9 das ist wie p:«S, folg- 
lich haben auch die Abschnitte das gegebene Verhältnis 
O : S. Soweit Eutocius. 

Huygens führt die Aufgabe des Vten Sazer auf 
die der Theilung eines Winkels in drey gleiche Theile 
zurük „et hsec construendi ratio * , sagt er , „in solidis 
„problematibus quodnmmodo simplicissima videtur atque 
„ad usum maxime accommodata." Opp. Var. VoL IL, 

S a z VI Fig. fr 

Einen Kugelabschnitt zu beschreiben , der ei- 
nem gegebenen ähnlich und einem andern gegebe- 
nen gleich sey. 

M 
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Es seyen ABC, EFG die beyden gegebenen Kugel- 
abschnitte. Die Grundfläche des Abschnitts ABC sey der 
Kreis um den Durchmesser AB , seia Scheitel der Punkt C: 
die Grandfläche des EFG der Kreis um den Durchmesser 
EF, und sein Scheitel der Punkt G. Man soll einen Kugel- 
abschnitt finden , der dem Abschnitt ABC gleich und dem 
EFG ähnlich sey. 

Er sey gefunden; und sey der HKL, dessen Grund- 
fläche der Kreis um den Durchm KH und dessen Scheitel der 
Punkt L ist. Es seyen ANBC , HOKL , EPFG (gröste) 
Kreise der Kugeln, und CN, LO , PG deren auf den 
Grundflächen der Abschnitte senkrechte Durchmesser ; O , 
R , S die Mittelpunkte. Man mache QN -f NT : NT a 
XT:TC\ RO + OV:OV^TV:VL und SP + PW: 
PW ZW; WG , und gedenke Kegel, deren Grundflächen 
die Kreise um die Durchmesser AB, HK , EF und deren 
Spfeen die Punkte X", T, Z seyen. So ist der Kegel ABX 
dem Kugelabschnitt ABC, der Kegel THK dem HKL, 
der EZF dem EGF gleich ( B. 11. SazIII.). Und da der 
Kugelabschnitt ABC dem Abschnitt HKL gleich ist, so 
*i«it auch, der Kegel AXB dem Kegel THK gleich, ßey 
gleichen Kegeln aber sind Grundflächen und Hohen umge- 
kehrt proportionirt ( B. L Lehns. 4. ). Folglich der Kreis 
um den Durchmesser AB : Kreis um den Durchmesser HK 
:=i TV : Xr. Der erste Kreis aber zum andern t=i ABq: 
HKq. Folglich ABq : HKq & TV : XT. Und da der Ab- 
schnitt EFG dem Abschnitt HKL ähnlich ist , so ist der 
Kegel EFZ dem Kegel GHK ähnlich •): Folglich ZW : EF 
ö TV: HK. Aber das Verhältnis ZfV:EF ist gegeben. 
Folglich ist auch das Verhältnis TV:HK gegeben. Es 
sey das Verhältnis XT : D demselben gleich ; so wird . da 



*) ^ämlich der Kreisabschnitt EGF ist dem Kreisabschnitt KLH ähnlich, mithin 
die Winkel KLH, EG Fgleich r und ihre Hälfen , EGW = KLV; daher die 
EWG , KVL wie auch die EWP, KV0 gleichwinklich. Folglich 

, GW : WE = LV : VK , und GW ; EF = LV : HK , 
\VK : WP== VK ; VO. 
lind gleichförmig GW : WV = LV: VÖ 

und verbunden GP : P\V = LO : OV 

\u die Vordergl. halbirt , " ' SP : P W = RO : 0 V 
und v e r b u n d < n SP+P W:PW = R0+0V : 0 V 
das ist ZW:WG = YV:VU 

Nun Var WG : EF =VL:HK; 

also gleichförmig " 2W:EF = YV:HK. Eutocius. 
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XT gegeben ist , D gegeben seyn. Und da 3^: Xr« 
>4Bi : HK* = HK-.D ; so ist, wenn man//A'i = ABxJ 
sezt , : ÄÄi = Aß:J=HK:D; und venvechselt 
AB:HK = J:D. Aber Aß:HK = HK:J. Folßüch 
Aß:HK = HK:J = J:D. Folglich sind die HA , ^ 
zwo stetige mittlere Proportionaliinien zwischen zweyen 
gegebenen AB , D. 



Composition. 



.1 



Es sey der Abschnitt, dem der zu construi- 

rende gleich , EFG derjenige , dem er ahnlich seyn soll. 
ABCN, GEPF seyen gröste Kreise der Kugeln, CN 9 
GP ihre Durchmesser, Ö, <S ihre Mittelpunkte. Man 
mache QN+ NT : NT= XT: TC , und <SP + 7>W: 
P\V = Z\V: WG; so ist der Kegel XAB dem Kugelab- 
schnitt ABC* der FZ£ dem EFG gleich (B. II. S. III.). 
Man mache ZW: J£F= XT: D , und nehme zwischen 
den zwo gegebenen geraden Linien AB 9 D zwo mittlere 
Proportionallinien HR , J , so dass -45 : HK — HK:J=» 
J:D. Man beschreibe auf HK einen dem i£FG ähnlichen Ku- 
gelabschn.f/£L.(E.III,33), und vollende clen Kreis $ LO sey 
sein Durchmesser. Man gedenke sich eine Kugel . deren 
groster Kreis LHOK sey , und ihr Mittelpunkt R ; und 
lege durch HK eine Ebene senkrecht auf LO. So ist 
<ler an einerley Seite mit L befindliche Kugelabschnitt dem 
Kugelabschnitt EFG ähnlich , da die Kreisabschnitte ähn- 
lich sind. Ich behaupte ferner , dass er auch dem Kugel- 
abschnitt ABC gleich sey. Denn man mache RO + OV: 
OV ~rV:VL\ so ist der Kegel THK dem Kugelab- 
schnitt HKL gleich (B. II. Saz III.) Und da der Kegel 
THK dem Kegel FZE ähnl ich ist, so ist ZW:EF d. i. 
XT : D = TV : HK und vcrwechfelt und umgekehrt; 
TV : XT^HK : D. Und da AB, HK, J $ D stetig 
proportionirt sind, so ist Aßq : HK<\ = HK : D. folglich 
AB$ : HKq d. i. Kreis um den Durchmesser AB : Kreis 
um den Durchmesser HK = TV : XT. Folglich ist 
der Kegel XAB dem THK gleich (B. I. Lehns. 4). Mit- 
hin ist auch der Kugelabschnitt ABC dem Kugelabschnitt 
HKL gleich. Demnach ist ein Kugelabschnitt HKL con- 
struirt worden , der dem gegebenen ABC gleich' und dem 
andern gegebenen EFG ähnlich ist. 
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S a z Vit. Fig. 46. 

Wenn zwey Kugelabschnitte , sie mögen 
von einerley Kugel seyn oder nicht, gegeben 
sind; einen Kugelabschnitt zu finden , welcher 
einem der gegebenen ähnlich und dessen Oberflä- 
che der Oberfläche des andern gleich sey. 

Es seyen die durch die Bögen ABC, DEF gehenden 
Kugelabschnitte die gegebenen ; der durch den Bogen 
ABC sey derjenige, dem der zu findende ähnlich, der 
durch den DEF gehende der, dessen Oberfläche seine 
Oberfl. gleich seyn soll* Man seze t KLM sey der Kugelab- 
schnitt, der dem Abschnitt ABC ähnlich und dessen Ober- 
fläche der Oberfläche des Abschn. DEF gleich sey. Man ge- 
denke sich die Mittelpunkte der Kugeln und durch dieselbe 
Ebenen gelegt > die auf den Grundflächen der Abschnitte 
senkrecht stehen » und Heren Durchschnitte mit den Ku- 
geln die grösten Kreise KLMN % BAHL\ EFGD , mit 
den Grundflächen der Abschnitte aber die geraden Linien 
KM, AC, BF seyen. LN, BH , EG seyen auf den 
KM, AC, DF senkrechte Durchmesser der Kugeln. Man 
ziehe die geraden Linien LM 9 BC, EF. 

Da die Oberfläche des Kugelabschnitts KLM der Ober- 
fläche des Kugelabschnitts DEF gleich ist , so ist auch der 
Kreis , dessen Halbmesser LM, dem Kreise , dessen Halb- 
messer EF ist, gleich; denn die Oberflächen gedachter 
Kugelabschnitte sind Kreisen gleich bewiesen worden , de- 
ren Halbmesser den von den Scheiteln der Abschnitte an 
ihre Grundflachen gezogenen geraden Linien gleich sind 
( B. I. S. XLV11I , IL. ). Folglich ist auch die LM der EF 
gleich. Da ferner der Abschnitt KLM , dem ABC ähnlich 
ist, so ist LR : RN =BO : QH 9 
xx.umgek.u.vbd.NL: LR =HB:BQ. 
Aber / R L: LM = QBBC, *™*J}' Pre y* ke 8in <* » udl 

Folglich NL\ ^]=HB:BC, und verwechselt. 

Es ist aber das Verhältnis EF:BC gegeben; denn jede 
von ihnen ist gegeben. Folglich ist das Verhältnis LN: 
BH gegeben. Und BH ist gegeben* Folglich ist auch 
UV" gegeben ; mithin ist die Kugel gegeben. 
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Composition. 

Es seyen die beyden gegebenen Kugelabschnitte AB 
C, DEF; der ABC, welchem der verlangte ähnlich, der 
DEF % dessen Oberfläche seiner Oberfläche gleich seyn 
■oll. Man mache die nämliche Constru&ion wie in der x 
Analyse, mache BC: EF=~ BH: L N 9 und beschreibe ei- 
nen Kreis um den Durchmesser LN. Man gedenke sich 
eine Kugel , von der LKNM ein groster Kreis sev . tbei- 
le LN in R so , dass HQ:QB = NR:RL, schneide die 
Oberfläche mit einer auf LN senkrechten Ebene durch R $ 
und ziehe LM. 

So sind die Kreisabschnitte auf den geraden Linien 
KM , AC einander ähnlich ; folglich sind auch die Kugelab- 
■chnitte ähnlich. Und da 

HB : BQ = NL : LR vermöge der Construftion , 
lind QB :BC -RLiLM (wegen Aehnl. derDrey eke) ; 

so ist (HB:BC=:NL:LM,) HB:NL = BC:LM. 
Es war aber auch HB : NL -BC:EB% 

folglich IM=£F, und der Kreis, dessen Halbmesser EK 
gleich dem Kreis , dessen Halbmesser LM. Nun ist der 
Kreis, dessqn Halbmesser EF 9 der Oberfläche des Ab- 
schnitts DEF, der Kreis, dessen Halbmesser LM, derO- 
berfläche des Abschnitts KLM gleich. Folglich ist auch 
die Oberfläche des Abschnitts KLM der Oberfläche des Ab- 
«chnitU DEF gleich. Auch ist der KLM dem ABC ähn- 
lich. 

ä? a z Vitt. Ftg. 47. 

Von einer gegebenen Kugel durch eine Ebene 
einen Abschnitt abzuschneiden, welcher zu dem 
Kegel , der einerley Grundfläche und gleiche Hö- 
he mit dem Abschnitt hat , ein gegebenes Ver- 
hältnis habe. 

Es sey die gegebene Kugel , deren gröster Kreis Alf 
CD und deren Durchmesser BD ist. Man soll die Kugel 
mit einer Ebene durch AC so theilen , dass der Abschnitt 
ABC zum Kegel ABC ein gegebenes Verhältnis habe. 

Es sey geschehen. Der Mittelpunkt der Kugel sev E. 
und ED + DF: DF~ GF: FB. So ist der Kreis ACG 
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dem Abschnitt ABC gleich ( B. IL S. Hl. ). Mitbin ist das 
Verhältnis des Kegels AGC zum Kegel ABC,, folglich 
auch (B I. Lehns. i.) das Verhältnis GF:FB gegeben. 
Aber GF:FB = ED + DF: DF. Folglich ist das Verhält- 
nis ED + DF.DF, folglich auch das ED : DF gegeben. 
M ithin ist DF gegeben ; also auch AC. Und da ED -f DF 
: DF> ED + DB-.DB ED + DB = $ED 9 DB = 
zED , so ist ED + DF. DF > 3 : 2. Nun ist das Ver- 
hältnis £D -f DF: DF einerley mit dem gegebenen. Folg- 
lich muss das gegebene Verhältnis > 3 : 2 seyn. 

Composition. 

Es sey die gegebene Kugel , von welcher ABCD ein 
gröster Kreis, BD ihr Durchmesser, E ihr Mittelpunkt*; 
und das gegebene Verhältnis HK : KL > 3 : 2. Nun ist v% 
= ED 4- DB : DB. Folglich HK:KL> ED + DB: 

2B, und getrennt HL : LK > ED : DB. Man mache 
L;LK*=ED: DF, ziehe durch jF die AFC senkrecht; 
und lege durch AC eine auf BD senkrechte Ebene. Ich 
behaupte , dass der Kugelabschnitt ABC zum Kegel ABC 
sich verhalte wie HK zu KL. 

Denn man mache ED+DF:DF= GF: FB ; so ist 
der Kegel CAG dem Kugelabschnitt ABC gleich. Und da 
HK:KL = ED + DF:DF, d. i. = GF:FB, d.i. = Ke- 
gel AGC : Kegel ABC , der Kegel AGC aber dem Kugelab- 
schnitt ABC gleich ist : so ist der Kugelabschnitt ABC z 
Kegel ABC « HK : ÄX. 

S a z IX. Fig. 48: 

m 

*■». Wenn eine Kugel von einer Ebene geschnit- 
ten wird, die nicht durch den Mittelpunkt geht; 
so hat der grössere Abschnitt zum kleinern ein 
kleineres Verhältnis als das duplicirte von dem, 
welches die Oberfläche des grössern Abschnitts 
zur Oberfläche des kleinern hat, ein grösseres aber 
als das veranderthalbfachte. 

Es'sey eine Kugel , und in ihr ein gröster Kreis ABCD 
und ein Durchmesser BD. Sie sey von einer durch AC 
gehenden auf demKreis ABCD senkrechten Ebene geschnit- 
■ - ■ ■ ■ 

*) Weil DF < DB ; folglich ED ; DF > ED : Dß und verbunden. Eut. 
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ten, und ABC: der grössere Kugelabschnitt. Ich behaup- 
te, dass der Abschnitt ABC zu dem ADC ein kleineres 
,Verhälfhis habe als das duplicirte Verhältnis von dem, 
welches die Oberfläche des grössern Abschnitts zur Ober r 
fläehe des kleinem hat, ein grösseres aber als das veran- 
derthalbfachte. 

Denn man ziehe BA , AD : der Mittelpunkt sey E f 
Und ED + DF: DF = HF : Fß , EB + BF: ßF*± GF> 
FD; und man gedenke sich Kegel , welche zur Grundflä- 
che den Kreis um den Durchmesser AC, zu Spizen die 
•Punkte H , G haben. So wird der Kegel ACM dem Ku- 
gelabschnitt ABC, der Kegel ACG dem Abschnitt ADC 
gleich seyn ( B. IL S. III. ). Und es ist BA<\ : AD<\ = Ober- 
fläche des Abschnitts ABC: Oberfläche des Abschnitts ADG 9 
wie vorhin (bey S. IV. B. IL ) gezeigt worden ist. Es ist 
aber zu beweisen, dass der grössere Kugelabschnitt zum 
kleinern ein kleineres Verhältnis habe als das duplicirte 
von dem der Oberfläche des grössern zur Oberfläche dies 
kleinern Abschnitts. Ich behaupte nun , dass auch der Ke- 
gel AHC zum Kegel AGC (d. i. HF:FG) ein kleineres 
Verhältnis habe als das duplicirte von dem BA* : AD* d. i. 
von dem BF: FD. # i 

Da ED+DF:DF=HF: FB , so ist BF: FD=HBz 
C BE) 

$£D$' w * e °^ en ( Devni lILS ) bewiesen worden. 
Wiederum da EB+BF: BF^G F: FD , so ist, wermBK=BE 9 

welche <J HB , weil FD < BF, 
auch KF:FB=GF:FD , ( u. vw. KF:FG=BF: FD ) 

Mithin, da BF.FD=HB:{%£\ ; HB:BK=KF:FG. 

Nun ist HF:FK < HB.ßK *). Folgl. auch HF: FK < 

KF:FG*0 

Folglich HFG<KF*,u.\h I f ^:^ \<KFi:FGi. 

Aber das Verhältnis KR : FG<\ ist das duplicirte v. KF: FG 

(E. VI, 20. ). 

Folgl. ist das VerhältnisüfFrFG < das duplicirte von AT:FG, 
und da KF : FG = BF : FD , das Verhältnis Hb : FG < .d*s 
duplicirte von BF : FD. Welches wir suchten. 



♦) Weil KF > KB , folglich HK : KF<HK:KB und verbunden*. £ n 
**) Und HFG:KFG<jKFq:KFG ( E. VI , L ). E 
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Da BE= ED , *o ist BFD <J BED (E. Ii, 5. ). FoteL 
YB:BE<{f%™} daherFB« <fgf£ \. 

TZsseyBNa=HBK.SoistHB :BK = HNmNK***) 
Aber es ist HFi : FJM > : 2WB •••) 

folglich auch HFi:FiCq>[Jp :Fg}" 

und daher das Verhältnis HF: FG> das veranderthallv- 

fachte von KF : FG •••*)• 

Nun ist HF: FG m Kegel ^HC : Kegel AGC*s Ab- 

schnitt ABC : Abschnitt 
und KF:FG-FB:FD = Oberfläche des Abschn. 

/1ßC:OberfU des Absch. ABC. 
•Folglich hat der grossere Abschnitt zum kleinern ein klei- 
neres Verhältnis als der duplicirte von dem , welches die 
Oberfläche des grossem Abschnitts zur Oberfläche des 
kleinem hat , ein grösseres aber als das veranderthalb- 
fechte von demselben. 

Anders: {Fig. 49.) 

Es sey eine Kugel, in welcher ABCD ein gröstef 
Kreis , AC ein Durchmesser , E der Mittelpunkt sey ; und 
sie sey von einer durch BD gehenden auf AC senkrech- 
ten Ebene geschnitten. Ich behaupte, dafs der grossere 
Abschnitt DAß zum kleinern BÖD ein kleineres Ver- 
hältnis als das duplicirte von dem, welches die Oberflä- 
che des Abschnitts ABD zur Oberflache des Abschnitts 
BCD hat, ein grosseres aber als das veranderthalbfachte 
habe. 

Denn man ziehe AB, BC. Das Verhältnis der er- 
sten Oberfläche zur andern ist das des Kreises , dessen 

. . 

•) Weil BFD : B£ X FD < BED : BE X FD , und E. VI, I. Allgemein ; wenn A, B, 
C % p , vier gerade Linien sind , uud A X D > B x C, so ist A : B > C : D ; und 
umgekehrt. Und wenn AxC>Bq, so ist A:B>B:C, u. umg. Eut. 

••) Denn es ist HB : BN = BN :BK (E.VI, 17.) = HN:NK (E. V, 13.), folglich 
HB ! BK s Hflq : BNq == HNq i NKq (E. VI , 20. 22. ). E u t. 

•*•) Weil FB<NB , FK < NK , folglich HK :KF>HK:KN, und verbünde» 
HF ; PK >HN : NK, und dupücjrt. Eut. 

•> Man nehme M, KF, N , FG stetig proportionirt. So ist das Verhältnis M: 
FG das veranderthalbfachte vondemKF:FG, und Mq : KFq = KF : FG ( E. 
VI . ao. 20.). ' Aber HFq : KFq > KF : FG, also > Mq : KFq , und HF > M. Da- 
fcer das Verhältnis HF : FG> M : FG d. l> das veranderthalbfachte von dem 
KF : FG. E»t. 
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Halbim AB , zum Kreis , dessen Halbem BC , das ist , das 
von AH zu HC. Man seze AF 9 CG dem Halbtn. des 
Kreises gleich. Das Verhältnis des Abschnitts BAD zu 
v dem BC!) ist zusammengcsezt aus dem* welches der Ab- 
schnitt BAD zum Kegel hat, dessen Grundfläche der 
Kreis um den Durchmesser BD und dessen Spize der 
Punkt A ist, und eben dieser Kegel zum Kegel, der die 
nämliche Grundflache und den Punkt C znr Spize bat, 
»nd dieser leztgedachte Kegel zum Abschnitte BCD. Aber 
der Abschnitt BAI):Kegel BAD=zGH:HCfrttsmz™.) 
Kegel J^4D:Kegel BCD AH: HC < B 0 

Kegel BCD: Abschn.BOD = AH: HF cau. s, mstw 

■ - »■ ■ • 

Das aus den Verhältnissen GH: HC , AH: HC zu- 
sammengesezte Verhältnis aber ist das OHA : flOi ( E. 

VI, 23-)» und das aus GHA:HC\ 9 -4H : HF zusam- 
mengesezte ist das des rechtwinklichen Parallelepipedums 
OHA XHA : HC* X HF*), welches = GH X nÄ\ : HCi 
XHF. Aber 

GH X AM<* : X HG=HA\ : //Ol (E.XT, 32). 
Da nun GHX HA* : HO\ X HF<AH : tfCdopiicirt, d.u 

<H^:HC<iseyn soll ; 
so muss GH XHA* : HC* X HF<GHXHAi :V/Ch X #G 

(E.XI, 3 2), 

folglich HC* X //F> //CM XHG 9 HF> HG 

seyn ; (welches richtig ist). 

Ich behaupte nun auch , dass der grössere Abschnitt 
zum kleinern ein grosseres Verhältnis habe als das veran- 
derthalbfachte von dem , welches die Oberfläche des ersten 
zur Oberfläche des andern hat. 

Das Verhältnis des einen Abschnitts zum andern ist 
vermöge des bewiesenen = GH X HA\ : HCl X HF ; das 
veranderthalbfachte Verhältnis der einen Oberfläche 7*ur an- 
dern aber ist = Afi c : BC***). Es wird also behauptet : 
dass GH X HA* 1 HC* X //F > AB C : BO ; d. i. > Afri 
BH C (E. VI, 8- XI, 37. ) d. i. > das aus AH* : BH* und 

1L — — — — 1 ■ 1 1 ■ m ■ ■ 11 ■■ 1 | ■ . ii, . ■ . .i — 

> ) Denn gleichwinküche Parallelepipeden sind im zusammengesezten Verl ittfe 
nis ihrer Grundflächen und Hohen ( K. nach Bärmanns Ausg. XI , 40 Scholl 

•«) Denn das Verhältnis AB t :Öt t ist das triplicirte von AB:BC(E.Xl, 23) 
Uber das Verhältnis der einen Oberfläche stur andern ist das duplicirte vort 
AB-.BC; folglich ist AB c :BC c das veranderthalbfachte vou dem der etuenO^ 
fceifläche *ur andern. E tt l 

N 
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AH: HB züsammeiige'Sezte Verhältnis. Aber das aus AH* 
iBHi und AH: HB zusaromenResezte Verhältnis ist «■ 
AHq : CHB *) «= GHXHAq: BHC X GM Es wird also 
behauptet , dass GHX HAq : HCq XHF>GHX HAq : BHC 
X GH. Demnach ist zu beweisen, dass HCq X HF<BH 
CXG/f öft ), welches ebenso viel ist als beweisen, dass 
HCq : BHC < GH : HF , mithin dass GH : HF > CH : 
Man errichte in E auf £C die EK senkrecht , und 
fälle von B auf EK das Loth BL. Nun ist zu zeigen t 
dass GH : HF> CH : //B. Fs ist aber HF m AH + 
Folglich ist zu zeigen, dass GH : HA + KE > CH : HB ; 
Und wenn man Cf/ von GH, EL = B// von tf£ weg- 
nimmt , dass die, übrige CG d. i. KE zur übrigen -4// + 
KL> CH:HB(E.V, 19) d. i.> BH: HAd.'u> LE: AH, 
Und veriVechfelt , dass A£: £L> AH + KL: AH, und 

f getrennt dass AX : ££> JCL : mithin dass <^4//; 
welches richtig ist.) 

S a z X. F%g. ro. 

Unter allen von gleicher Oberfläche einge- 
schlossenen Kugelabschnitten ist die Halbkugel 
die gröste. 

Es sey in einer Kugel ein gröster Kreis ABCD , 
dessen Durchmesser AC ; und eine andere Kugel, in der 
% in grOster Kreis EFGH, EG ein Durchmesser sey. Die 
eine Kugel werde von einer durch den Mittelpunkt ge- 
henden, die andere von einer nicht durch den Mittel- 
punkt gehenden Ebene geschnitten. Die schneidenden 
Ebenen seven auf den Durchmessern AC, EG senkrecht, 
und die Linien BD, FH ihre Durchschnitte.. Der durch 
den Bogen FEH gehende Kugelabschnitt ist nun eine Halb- 
kugel, der durch den Bogen BAD gehende aber in der 
einen Figur bey S grosser als eine Halbkugel , in der an- 
dern kleiner. Es seyen die Oberflächen gedachter Ab- 
schnitte gleich. Ich behaupte, dass die Halbkugel durch 
FEH grösser sey als der Abschnitt durch den Bogen BAD 

m 

Weil die Oberflächen der gedachten Abschnitte gleich 
sind, so \&tBA — EF \ denn die Oberfläche jedes Abschnitts 



•) Denn AHq : BHq = AH : HC (E. VI, 8. 2a); und das aus AH : HC , AH : HB 

zusammengesezte Verhältnis ist = AHq : CHB (E. VI, 23). 
•*) Mithin MÜqxHF: BHCXHF< BHCxGH : BHCxH-F. 

■ » / 
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ist einem Kreise gleich bewiesen w.or^etT, defcen Halb- 
messer der von dem Scheitel des Abschnitts an die Peri- 
pherie des Kreises , welcher des Abschnitts Grundfläche 
ist, gezogenen geraden Linie gleich ist (B. h S.I1L/1L). 
Und da der Bogen BAD in der einen Figur bey S grosser 
als ein Halbkreis, (in der andern kleiner)* ist , <so: ist 
ABq («b EYq = 2 £Xq , in der ersten) < aAKq * und S> amal 
Quadrat des Halbmessers *• ; (in der andern > zAKqf 
und < amal Quadrat des Halbmessers **<*. Man schneide 
AR— EL von AC ab ; so wird in bey den Figuren der 
Punkt R zwischen den Mittelpunkt und den Punkt K fei- 
len. ) Dem Halbmesser des Kreises ABD sey die CO gleich, 
und CO : CK = MA : AK , und auf dem Kreis um . den 
Durchmesser BD sey ein Kegel beschrieben , dej*, <jon Punkt 
M zur Spize hat. Dieser ist dem durch den Bogen BAD 
gehenden Kugelabschnitt gleich *•**) (B. Ii , S. III. ). Fer- 
ner sey EN = KL , und auf dem Kreis um den Durchmes- 
ser HY ein Kegel beschrieben , der den Punkt N zur Spi- 
ze hat. Dieser ist der durch den Bogen' ¥EL gehenden 
Halbkugel gleich -fr). 

Nun ist das Rechtek CR A > CKA ( E. II , 5 Cor. ) , da 
die kleinere Seite des ersten grösser als die kleinere des 
lezten ist; 

aber ARq = AK X CO , nämlich jedes m \ ABq 

(E.I, 47- VI, 8. 17O; 
folglich CRA+ARq d. i. CAR (E. II, 3.) > OCX KA+ 
CKA d. i. OKA (E. II » i.> Aber OKA ** MKC ). 
Folglich CAR>MKC, und 

AC:CK>MK :AR ff) 
Nun ist AC:CK=Aßq : BKq (E. VI , tf. 20. Cor. ) 



•) Nämlich = AKq + BKq; und BK ist <AK in der ersten, aber> AK in der 

andern (E. III, Eilt. 
*•) Vermöge E. II, 12; weil, wenn BP an den Mittelpunkt P gezogen wird, 

der Winkel BPA stumpf ist. E u t. 

•••) Vermöge E. II , 13 ; weil hier der Winkel BPA spizig ist. Eu t. 

••*•) Denn da CO : CK s MA-. AK , so ist verbunden OK : KC = MK :KA» 

f) Denn er ist das Doppelte von dem Kegel , der die nämliche Grundfläche und 
den Punkt E zur Spize hat (B. I , Lehna. 1. ) j aber auch die Halbkugel ist das 
Doppelte vom nämlichen Kegel (B.I, S.XXXVL), 

•ft) S. Anm. *) Seite 



Digitizect 



IOO 



u. Kreis um den Durchmesser ¥H: Kreis um d.Durchmesser 
BD > MK : LN. Folglich der Kegel , der den Kreis um 
den Durchmesser YH zur 'Grundfläche und den Punkt N 
zur Spize hat, grösser als der Kegel, welcher den Kreis 
um den Durchmesser BD zur Grundfläche und den Punkt 
M zur Spize hat # ) ; Mithin auch die Halbkugel durch EYH 
grösser als der Kugelabschnitt durch den Bogen BAD. 



— 



•J Denn es sey Kreis um FHT* Kreis um BD=MK : LO_; so ist LQ<LN; und 
der Kegel, der den Kreis um BD zur Grundfläche, M zur Spize hat, dem 
Kegel gleich, der den Kreit mm FH mr Grundttcb«. und LQ«U\ zur H ah© 



> . 
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Archimcds Kreismessung. 



* 

iecter Kreis ist einem rechtwinklichen Dreyek 
t , Hessen eine Seite um den rechten Win- 
kel dem Halbmesser und die andere dem Um- 
fang des Kreises gleich ist . . 

Es sey der Kreis ABCD (und das Dreyek E von 
<3er genannten Beschaffenheit). Ich behaupte, dass der 
Kreis dem Dreyek gleich sey. 

Denn der Kreis sey grösser , wenns möglich ist Man be- 
schreibe m denselben das Quadrat AC und halbire die Bö- 
gen , bis die Summe der Abschnitte kleiner ist als der Ue- 
berschuss des Kreises über das Drevek (E. XII, 2.) So 
ist die geradliniche Figur noch grösser ah das Dreyek, 
Man nehme den Mittelpunkt N und das Loth A r O. * So 
3st NO kleiner als die Seite des Dreveks. Aber auch 
«ler Umfang der geradlinigen Figur ist* kleiner als dessen 
andere Seite ; er ist nämlich kleiner als der Umfang de« 
Kreises ( B. I. über Kug. und Cyl. S. I.) Folglich ist die 
geradliniche Figur auch kleiner als das Dreyek; welche* 
ungereimt ist. 

Es sey aber, wenns möglieh ist, der Kreis kleiner 
als das Dreyek E. Man beschreibe um denselben ein Qua- . 
drat, halbire die Bögen, und ziehe Tangenten an.dieThei- 
Inngspunkte. So ist PAK ein rechter Winkel; mithin 
jPK > RM % denn RM —RA, Folglich ist das Dreyek 
RPQ grösser als die Hälfte der Figur VF AM. Nun seyen 
Abschnitte wie der QFA übrig gelassen, die zusammen 
kleiner seyen als der Ueberschuss des Dreyeks E über 
den Kreis ABCD ( E. X , t.) So ist die um den Kreis 
beschriebene geradliniche Figur noch kleiner als das Drey- 
ek E. Welches ungereimt ist; denn sie mus« grösser 
sqyn, weil NA zwju: der Per^endicularseite des Dreyeks 
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gleich , der Umfang der Figur aber grösser ist als dessen 

Grundlinie <B. L üb. Kug, und Cyl. S. II.), , 

Der Kreis ist also dem Dreyek JE gleich *). * 

>i 

*) Folgerungen. 

1. Jeder Kreis verhalt sich zum Quadrat seines Durch- 
messers wie seine Peripherie zum Vierfachen seines 
Durchmessers. .r 

Denn es sey des Kreiset <Fig< 60) Durchmesser AB, CG das Qhadi4t 
dieses Durchmessers , CF dem Umfang oder der Peripherie des Kreiset 
gleich. So ist Kreis um AB : CG = A AFC: 4 A ADC=CF: 4 CD (E. VI. i.V.*) 

2. Die Peripherien der Kreise verhalten sich wie ihre 
Durchmesser. 

Es seyen P, p die Peripherien, D, d die Durchmesser zweyer Kreise. 
Da der erste zum Quadrat seines Durchmessers sich verhält wie der au- 
dere zum Quadrat des seinen (E. XU , 2. V, 16); so ist (Folg. i) P : 4D2 
p :4d, und verwechselt P : p=4D : 4d=D : d. 

Dis wird unmittelbar aus S. I, II, IV des I B. üb. K. u. C. so bewiesen j 
(Fig. 65) Die Peripherien der Kreise A, B veshalten sich wie inie Durch» 
messer CD, EF. 

Denn es verhalte sich, wenns möglich pst, wie CD zu EF, so die Peri- 
pherie des Kreises A zu einer Länge EG , die grösser sey t als die Peri- 
pherie des Kreises B. Man beschreibe in und um den Kreis B ähnliche regulär* 
Vieleke, so dass die Seite des darum beschriebenen zur Seite des dareip 
beschriebenen ein kleineres Verhältniss habe als EG zur Peripherie vou 
B (B. I. üb. K. u. C. S. IV.); so hat auch der Umfang des darum beschriebe- 
nen zum Umfang des darein beschriebenen (E. V, 16), und noch viel mehj 
zur Peripherie von B ein kleineres Verhältnis als EG zur Peripherie vop 
B hat ; mithin ist der Umfang des darum beschriebenen < EG. Man be- 
schreibe um den Kreis A ein den genannten Ähnliches Vielek ; aorverhalt 
sich der Umfang des um A beschriebenen zum Umfang des um B wie CD tu 
EF (E. XII, iBew.) Aber wie CD zu EF; so verhält sich die Peripherie 
von A zu EG. Folglich verhält sich der Umfang des Vieleks von A zum Um- 
fang des um B wie die Peripherie von A zu EG. Und der Umfang des VieT 
eks um B 'st < EG nach dem bewiesenen. Folglich ist der Umfang des 
Vieleks um A kleiner als die Peripherie von A. Welches unmöglich ist (B. I. 
üb. K. u. C. S. II ). Also kan nicht wie CD zu EF , so die Peripherie desKreises A, 
sich zu einer Länge verhaken, die grösser ist als die Peripherie des Kreises B. 

Aber auch nicht zu einer kleinern. Denn man seze , sie verhalte sich so 
zu EH, welche kleiner sey als die Peripherie des Kreises B. Man beschrei- 
be wieder in und um den Kreis B ähnliche reguläre Vieleke, so dass die 
Seite des darum zur Seite des darein beschriebenen ein kleineres Verhüte 



1 
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-.- ■ - S a X Ü. Fig. 60. 

Der Kreis verhält sich zum Quadrat seines 
Durchmessers sehr nahe wie 11 zu 14. 

nis habe als djC Peripherie von B «1 EH. So hat auch der Umfang des ura 
B beschriebenen Vieleks und noch viel mehr die Peripherie von B xum 
1 ' Umfang des darein beschriebenen ein kleineres Verhältnis als die Peripherie 
▼on B zu EH ; mithin ist der Jhnfang des in B beschriebenen Vieleks > f 
EH. Man beschreibe in den Kreis A ein den genannten ttinliches Vietek, 
- So ist Umfang des Vieleks in A : Umfang des Vieleks in B=;CD : EF d. u 
j s= Peripherie von A : EH. Und der Umfang des Vieleks in B ist > EHr 
Folglich auch der Umfang des Vieleks in A > Peripherie von A. Welches 
unmöglich ist (S. 1 des 1 B. (ib. K. u. C.) v 

Folglich wie CD zu EF , so verhalt sich die Peripherie des Kreises A zur 
t Peripherie des Kreises & 

• 

3. Jeder Kreisansschnitt ist einem rechtwinklichen 
•j Dreyek gleich , von dessen Seiten nm den rechten 
Winkel die eine dem Halbmesser des Kreises , die an-> 
. dere der Länge des Bogens des Ausschnitts gleich ist. 

Fig. 66. Es sey ein Kreisausschnitt CAD , und das rechtwinkfiche Dreyek 
: CAE , dessen Seite CA dem Halbmesser, AE der Lange des Bogens des Aus. 
Schnitts gleich sey. Dieses Dreyek ist dem Ausschnitt gleich. # 

Denn es sey AB der Peripheries des Kreises gleich ; so ist das Dreyek 
CAB dem Kreise gleich. Nun ist 

Ausschnitt CAD : Viertel des Kreises = Bogen AD : ^Periph. (E. VI, 33). 
Daher auch Ausschnitt CAD : Kreise = Bogen AD : Peripherie , d. i. = E A 

* : AB= A CAE : A CAB. Und der Kreis ist = A CAB. Folglich der Ausschnitt 
CAD = A CAE. 

iU Fig. 67. Ein von den Peripherien (AaBb, Et 
Da ) zweyer concentrischen Kreise eingeschlossener 
ebenerRaum {einRing) ist einemRchk gleich, dessen eine 
Seite dem halben Unterschied der Durchmesser dieser 

Kreise (r^p^) > die andere der Peripherie des Kreises 

gleich ist, dessen Durchmesser der halben Summe der 

nämlichen Durchmesser ( AB tP*^ gleich ist. , 

Man halbire DB in G und beschreibe aus dem Mittelpunkt C mit dem 

* Halbm. CG den Kreis FfGg; so ist FG = ^±B£' Es sey BH = der Peripherie 
AaBb auf AB senkrecht, und GK , Dl der BH parallel schneiden die CH in K,I. 
So wird GK der Peripherie FfGg gleich seyn : denn GK verhalt sich zu BH 

. wit'CG:CB d. i. AB:FG> »nc ebets« verkttt sich die Peripherie FfGg zu BH 
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Es sey ein Kreil dessen TJurchme&er AB , und um 

denselben das Quadrat CG beschrieben, und DE **jxCD f 
EF *r * CD. Da nrm 

7 AACE:tiACÖ*±2ii J 
A A EF: A A C D =g i: 7 . 

so Ut A ACF - \ ACH =zoi* 71 nnd da das Ojiadrat CG das Vl«r- 

A^4CF: Qdr.CC=n -.14. 
Nun ist das Dreyek^CF dem Kreis A B gleich (S. I.) , weil 
die lothrechte Seite AC dem Halbmesser , seine Grundlinie 
aber dem Umfang des Kreises gleich ist, welcher das 3fa- 
che des Durchmessers und sehr nahe ^ druber ist, wie be- 
wiesen werden soll. Folglich verhalt sich der Kreis zum 
Quadrat CG sehr nahe wie 11 zu 14, 

S a z tIL 

ledes Kreises Umfang ist,dreymal so gros als 

tfer Durchmesser, und noch um etwas grosser, 

nämlich um weniger als \ , aber um mehr als j| 

des Durchmessers. 

£ k Tkeil. Fig. 6i. Es sey ein Kreis , dessen Durch- 
messer AC. J£sein Mittelpunkt, CLF eine Tangente , der 
Winkel CEF ein Drittel eines Rechten *). So ist EFi 
JTC= 306 11532) und 3) EC:CF> 265: 153* 
« — — 1 — . . 

d. i. zur Peripherie AaBb (Folg. o.). Ebenfalls ist Dl der Peripherie Ee Dd 
gleich» Nun ist der Kreis Aa Bb = A CBR, 

Kreis EeDd = ACDI, 
mithin der Ring ä± Vierek BH1D x Rechtek DBLM (da A KLH = A KMl ) , d. i. 
dem genannten Rechtek gleich* 

Oder der Ring ist einem Rechtek gjeich , dessen ei- 
% ne Seite der Breite des kings (BD) , die andere (BL) 
der halben Summe der ihn ein6chliessenden Peripherien 
gleich ist» 

Denn GK ist mittlere ärithm, prop.lhiie zwischen Dl, B« . also c= M±2fc 
4. i. BL = 1 ( Peripherie AaHb + Peripli. FfGg ) (Folg. E. V,t4. > 
Anmerkungeh zum lllten Saz aus Eukocius» 

j) Oder def halbe Mittelpunktswinkel des umbeschrlebfnen re- 
gulären Sechaeka. 

ft) = a: 1. Denn man nehme, anF 4er Verlängerung von FC 
Über C hinaus» CN — CF, und siehe EN; ao ist von dem 

Winkein dea A EFN jeder » f Recht. Folglich das A gleich* 
seitig, und Etf = FN = aFC fc 
3) Nämlich EFq : FCq = 93636 : 23409 # 
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Man halbire den Winkel FEC durch EG. So ist FE 
zEC^FGiGC (E. VI, 3) * und verwechselt und ver- 
bunden FE+EC:FC=EC:CG: Folglich 4) CE:CG> 
57i : 153 5 d a°er EG* : GQ* > 349450 : 23409, und EG : GC 
>59i|: 153. 

Man halbire wieder den Winkel GEC durch EH. So 
ist ebenso 5) EC: CH> 1162 j: 153. Folglich HE: HC 

>xi7a£:f53. 

Man halbire ferner den Winkel HEC durch £tf ; so 

ist 6) EC:CK> 2334J : 153. Daher EK:CK> 2339* 

: 153. 

Man halbire noch den Winkel KEC durch LE. So ist 
EC : LC> 46731 : 153 Q. 

n.gefr. ECq : CFq=7oaa7 ; »3409 > (70245 44 ) a7j* : 153* 
folgl. " EC : FC > 1*5: 153 

Nun war FE :FC =3061153; 

4 .)Foigl.FE4-fcC*Cd.i EC: CGV 571 : 153. 
Dtb, ECq:CGq> 3**°4» « »34 e 9> 

«^.EGq:CGq> 34945« :*$4°9> ( 3494*8f£ d. L) 59l|* • 

a 

v 15$ • 

F«1|1.EG:CG > 59* »53. 

N.warECXG > 57 1 j »53; 



< « 



|.)Fgl.EG+EC:CG d. I. EC : CH > n6af : i 5S# 
• ECq:CHq> 1 35°534 | *34 0 9« 
F#rJ.EHq;HCq> 1 373943 ^fcW)> (i373877/ T d. t) 

Folgl EH :HC > *ii7*l:*5Z* * 
N.warEC :HC > 1162 ^:153; 

6.)Fgt.EH+EC :HC d.i. EC : CK > 3334 J ;i 53. 
ECq:CK^> 54487 a 3 T T ^:a340 9 
Kfr^EKq:CKq^547a«3a T ^:23409> (5472090^ ^ d. i. ) 

*339£* : 753 a 

■od EK tCK > 3339 x • «53 
N.warEC:CK> a 33 4^: 153 

?>F*IEK+JEC ;CKd.l.EC:LG>4673*|: 153. 
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Da nun der Winkel FEC , welcher ein Drittel eine« 
Rechten ist, viermal halbirt worden ist, so ist der Win- 
kel LEC 4^ eines Rechten. Man lege an E den Winkel 
CEM demselben gleieh an, und verlängere FC nach M. 
So ist der Winkel LEM ^ eines rechten. Mithin ist die 
gerade Linie LM Seite eines um den Kreis beschriebenen 
(regulären) Sechsundneunzigeks. 

Da nun vermöge des bewiesenen EC'CL>$6'?$% 
:i53, und EC=--*AC % LM — iCL, so ist mchAC:LM 
> 4673 J : 153. Daher AC i Umfang des Sechsundneunzig- 
eks > 4673-J- : 14688. Und umgekehrt der Umfang des 
Sechsundneunzigeks : Durchmesser < 14688 : 4673^ ; von 
welchen Zahlen die erstere dreymal so gros ist als die 
leztere, und noch 667^ drüber, welches weniger ist als % 
von 4673 §• Folglich ist der Umfang des Vieleks um den 
Kreis dreymal so gros als der Durchmesser und noch grös- 
ser um weniger als | desselben. Um 50 mehr ist also 
der Umfang des Kreises kleiner als das Dreyfache und | 
des Durchmessers. 

, 11. TheiL Fig. 62. Es sey ein Kreis, dessen Durch- 
messer AC 9 der Winkel BAC % eines Rechten S). So ist 
AB:BC< 1351: 780, aber AC:CB=z 1560:780 

Der Winkel BAC sey durch A G halbirt. Da nun BA G 
m GCB und ebenfalls es GAC , so ist GCß= GAC. Und der 
rechte Winkel AGCist gemeinschaftlich. Folglich ist auch 
der dritte GFC dem dritten ACG gleich ; mithin das Drey- 

m ■ 

S.) Man nehme den Bogen CR so, dass die Sehne CB diu Seit« 
des einbeschriebenen reg. Sechseks oder dem Halbmesser gleich 
Wird. So ist der Mittelpunk tswinkel auf dem Bogen CB =» 
2 Recht ; der Periphieriewiokel es * Recht. 

9) N.'unJ. AC ist das Doppelte von CB , der Durchmesser vom 

Halbmesser. 

Ferner ACq: 809=2433600:608400; 

Mr, AB<1 :BCq= 1815200: 6o8 4 oo<(i8a5aoi d.i.) 1351* • 

7*oa. 

Und AB :BC <i35i : 780 / 
N. war AG :ÖC ==1560; 780 
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ek AGC dem Dreyek CGF gleich Winkl ich. Folglich AG: 
GC=CG:GF=ÄC: CR Aber AC: CF= CA + AB: BC 
(E.V1, 3, Vi 12). Folglich CA + AB:BC=AG:GC. 
Daher io) AG : GC < 2911 : 780, und AC : CG < 3013^ 
•|:78o. 

C4G sey durch AH halbirt. So ist tfus dem nämli- 
chen Grund ") AH: HC < 5924! £ : 780 , oder 1823 : 
340 , welche Zahlen nämlich X 4 T der ersten sij 
AC :CH< 1838^ :24a 

Weiter sey HAC durch Jifi4 halbirt. So ist auch 1 *) 
KA:KC < 3661^:240 oder 1007:66, welche Zahlen 
der ersten sind. Daher AC: CK< 1009^ : 66. • 



Vtrb. 



1 o)FgI* AB+AGBC d.i. AG'.GC< 2911730. 

AGq:GCq <84739«*. 608400. 
f>r£. ACqiGOq <9o8t3ii : 608400*: (9081689 'd. I.) 

AC :GC <3oi3| : J. : 780 
N. war AG :GC «»911 780 

n)Fgl.AC+AG:GCd.i.AH:HC<59i4i»:780, dj.^ . WtfyM 

• 78°» d.i. i8a3 : »4»; 
AHq:HCq ^33*33*9 '-57600. 
K ACq : HCq <338©9«9 : 57* 00 <(338ii5*-^/ r d. u) 

1881// : 55* 1 
AC :HC <^38 f 9 f -M©. 
N. wir AH : HC <i8«5 '-Mo; 
iOFgl.AC+AH:HCd.i.KA:HC<:366i^ T ! 140» • 366i_? T ; 

i£* 3 4°» 1007:66; 
K Aq : KCq ^1014049 : 4356. 
Vnb. ACq:CKq <ioi84os: 435*<( ioi84»7| 

ioo 9 i 2 ;j;*; 

AC :CK <ioo9| : 66. 
N. war Ak :CK <ioo7 : 66 ; 
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xo8 , . 

Noch sey KAC durch L>* halbirt. So ist « 3) ^Z,:L<S 
<3oi6& : 66 , -4C : CL < 2017J : 66. Folglich umgekehrt 
LC:CA> 66: 2017^ , und der Umfang deb V ieieks : Durch- 
messer > 6336 : 0O17-J. Ienes ist > 3?r x30I ?l* , Fölgiich 
ist der Umfang des Sechsundneunzigeks im Kreise mehr 
als dreymal der Durchmesser und '^f desselben. Mithin 
ist noch vielmehr der Kreis das Dreifache des Durchmes- 
sers und mehr als |f desselben. 

Demnach ist der Umfang des Kreises das Dreyfache 
vom Durchmesser und noch drüber weniger als 7 , aber 
mehr als f f desselben. 



J3)FgLAC+AK:CK d.IAL: LC<aoi6 f : 66 ; 

ALq-.LCq <4o649ag^: 4356 
Vnb. ACq: LCq <4o69i84^ : 4356 < ( 4069297 § T V 



AC :CL 



1:66. 



d. I) töiTj •** • 
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Ueber Kugel, Kugelabschnitte und 

Kugelrümpfe 



aus 

■ t 



Lücas Valerius Buchern über den Schwerpunkt 

Körper •). 



(Lib. I. Prop. /.) 

• 

§. i. „Wenn ungleiche Grössen von irgend 
„einer Anzal stetig proporttonirt sind; so sind 
»ihre Unterschiede auch stetig proportionirt im 
„Verhältnis der ganzen Grössen. c< 

r . 

Es seyen die Grössen A y B 9 C % D stetig proportio- 
nirt, \mdA> B\ so ist auch A-B : B-C= B-C:C-D 
a*A:B. Bis folgt aus E. V , 19» 

(Lib. I. Prop. X) Ftg. 68- 

a. Jeder Rumpf**) C\Te d s rey K • g R e e n u yrÄmidc ) verhält 
„sidhzu (SSJnöfwÄ 0 ) die grössere Grundflä- 
che des Rumpfes zur Grundfläche und gleiche 
„Höhe mit ihm hat; wie zwey (KÄ^ 11 ) der 
„Grundflächen des Rumpfs nebst der kleinern drit- 
^tea Proportionallinie zu diesen ( DuJcnmessem ) > z . u 
»( d^m^chmesscr ) der grössern Grundfläche : zu ei- 



*) De centro gravitatis solidorum Libri tres l.ucm 
Valerii Mathematicce & civilis Philosophice in 
Gymnasio Romano Profeuoris. Romce 1604. 
Galilwi (Discorsi intorno a due nuove science, 
attenenti alla mecanica a i movimenti localu Diain 
J.) nennt ihn den Archimed seines Zeitalters. 

• 

) „Frustum coni " : sonst auch conus decurtatus , 
fruncatus, abgekürzter, gestuzter Kegel ; oder trun- 
cus coni, Kegelrumpf nach Sturm im Teutschen 
Archimed es 1670. S. 192. Ebenso frustum, 
truneus pyramidis u. s. w. 
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»nem aber, (ft) die grössere Grundflä- 

;,che des Rumpfes zur Grundfläche und gleiche 
„Höhe mit ihm hat; wie die drey genannten steti- 
gen Proportionallinien zusammen , zum Dreyfä- 
„chen (3Ähme,sers) der grösseren Grundfläche. 

„Es sey ein Rumpf ABCFGH, einStük (feS^S*) 
„ABCD, (&)Gnindfläche(t&) ^BQdieAxe*) 
„D£ ist Es sey ^4C : FH= FH:NO y und die Axe 
„des Rumpfes *), und ebenfalls CSÄt*) ^*CÄ; so 
dass ihre Höhe die nämliche sey. Ich behaupte , dass der 
„Rumpf ABCFGH AHCK sich verhalte , wie 

„die drey geraden Linien AC, FH, NO zusammen zu 
>t AC: zum aber, (Ä) ^BC zur Grundfläche 

„und einerley Höhe mit dem Rumpf hat , wie die drey 
„AC 9 FH, NO zum Dreyfacben von AC 

„Denn wie AC: FH, FH:NO, so sey NO : P ; und 
..die Unterschiede dieser vier geraden Linien seyen AL , 



r,Da nun AC: P = (%*^) ABCDiKmL Q^DFGH, 
weil diese im triplicirten Verhältnis ihrer (J5S3L 

mSs n e r eiten ) * ind (E.X1I, 8- so ist 

„*efiw»t AL + FM + OQzP = Rumpf ABcFGHz 

(^)ABCD. 
„Ferner weil die Axel>£ und die Seiten (j£5&) von der 
„der Grundfläche ABC parallelen Ebene des (gSS*) fOH 
„geschnitten werden; so ist (E.XI, 17.) 



•) Axe einer Pyramide nennt er die gerade Linie von 
der Spize der Pyramide an den Schwerpunkt der 
Grundfläche , d. 1. wenn die Grundfläche ein Dreyek 
ist , an den Punkt , wo die von den Winkeln des Drey- 
eks an die Mitten der gegenüberliegenden Seiten ge- 
zogenen geraden Linien sich durchkreuzen; Axe des 
Rumpfes einer Pyramide die gerade Linie, welche 
die Schwerpunkte der entgegengesezten Grundflächen 
verbindet (Lib. L Def. VI.). 
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„verbunden ADiDFd. i. AC: FH wegen AehnL I ^ _ 

d. i. AC : CL derDreyeke f 

M u. zurükk. AC : AL =DE.EK 

"Aber DE:EK =Q^ABCB:{^ABCKl 

„folglich ^4C: AL K££)if BCD:(g£ ).4BCX. 

„Nun war ^L+FM+Op^CrrRpf^BCJOH^ g^^BCJJ; 

„also g^. WL+FAf+09:^L=Rumpf ABCFGH:(&: Vabck 
„Und da die drey Unterschiede wlL, FM, OQ stet« pro- 
„portionirt sind im Verhältnis eben so vieler Glieder 

NO; so ist ^ + Filf+09:^L = ^C+FÄ+ 

„Nim war^lL+FiW+OQ:^L=Rpf ABCFGH: (l^)ABCK- 
„Folglich -4C+FJf + jVO:,4c=Rpf ><BCFGÄ(Py' )^ ÄC ä' 
„Aber AC :%AC=ft;0ABCR :<$£,), de^ 

sen Grandfläche WÄC, und dessen Ho- 
' he einerley mit d er ABCK. . 

„Alsogleichf. AC+ FH+ NO : 3^C=Rumpf ABCFGH» 

^BC™ Grundfläche und mitd! 
(k^ ) ABCK, d. i. mit dem Rumpf ABCFGH 
einerley Höhe hat. " , 



§• 3- Es verhält sich AC+FH+NOiAC wie 

+ ^(C X ^° ^ : <* c * > ebenso verhalten 

kich auch die Grundflächen 4BC, FGH nebst der mittle- 
renProportionalfläcbe zwischen ihnen zur Grundfläche4f?C. 
Mithin verhalt sich der Rumpf zu d. ( {&/ ) die grös- 
sere Grundfläche des Rumpfes zur Grundfläche und einerley 
Hohe mit ihm hat, wie die beyden Grundflächen des Rumpfes 
nebst der mittlem Proportionalfläche zwischen ihnen zur 
grosseren Grundfläche. Das nämliche Verhältnis zu d. ge- 
nannten ( & r g> ) aber haben drey (^ e T idcn ), welche die ge- 
nannten drey Flächen zu Grundflächen und einerley Höhe 
mit demRumpf haben. Folglich ist der Rumpf den genannten 
^y(Z r X dca ) gleich. Hieraus ergibt sich die Methode, 
den lnnhah des Rumpfs (3SS1&) *n findtn, welche Cla- 
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vius in seiner Geometria pra&ica •) L. V. Cap. HI. 3. vo^ 
trägt. 

§. 4. Wiederum, da AC + «{ + *° ; 3i<C 

, - - <4Ci + CLi + <4CL : 3AC1 

so verhalt sich der Rumpf zum (^&fSr) die 

erüssereGrundfL desRpfs zurGrundfl. und einerley Höhe mit 
ihr hat , wie das Rechtek aus zwey ( 

Durchmessern / ^ 

Grundflächen des Rumpfs nebst einem Drittel Vom Qua- 
drat des Unterschieds dieser ( D e u ^hmess<jr) zum Quadrat 
( £ Dü^hmessers ) der grössern Grundfläche. 

§. 5. Und umgekehrt und zurükkehrend verhält sich 
der genannte Cylinder zu seinem nach Hinwegnehmung de 8 
Rumpfs übrigbleibenden Rest wie 3AC:3AC-(AC+*7/+ 
NO) ; oder wie AGl : ACq - ACL - $ AI* 

d. i. , wie ACh : ALC + 1 AI* ( weü ACq = ACL+ 

CAL = ACJL+ ALC 4- ALq ( E. II , 2. 3. ) ) 
das ist , wie das Quadrat des Durchmessers der grossem 
Grundfläche zum Rechtek aus dem Durchmesser der klei- 
nern und dem Unterschied der beyden Durchmesser nebst 
zwey Dritteln des Quadrats dieses Unterschieds. Und um- 
gekehrt. 

; §. 6* Die Säze von den Kegelrümpfen §. 4 , 5. be- 
weist Lucas Valerius im Illten Buch , nachdem er den des 
§. 5, sofern er sich auf Pyramidenrümpfe bezieht, im IXn 
Saz erwiesen hat , im Xteu Saz aligemeiner auch ftur 
solche Kegel und Cylinder, deren Grundflächen Ellipsen 
sind**) Und, zum Theil vermittelst ihrer, alsdenn die Säze, 
welche für sphärische Figuren bewiesen hier §. 18.19.21.a3, 
25. 27. folgen werden, von sphärischen und sphäroidischen 
zugleich. 

w * ' * 

*) Zuerst 1604 in Rom htrausgekommen — nach Schei- 
be l in seiner Ausg. von S c h effe Is Proporlionalcir- 
kel. S. 2. 

•*) „Portiones coni, cylindri"; mmr/Hm/uar» x»r«, rejtt« 
• *v\tvfa nach Archimed, 
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§• 7- Im VIten Sa* des I B. beweist Luc. Vale- 
rius : dass „in jede auf einer Seite zusammenlaufende Fi- 
.,gur um einen Durchmesser eine aus Parallelogrammen 
»,von gleichen Höhen bestehende Figur , und eine andere 
„darum beschrieben werden könne» so dass die darum be- 
schriebene die darein beschriebene um weniger übertreffe 
„als um jede gegebene gleichartige Grösse/* 

( L. I Prop. XI). Fig. 69. 

§. 8. »»In jeden durch Umdrehung einer ebe- 
nen auf einer Seite zusammenlaufenden Figur 
„um eine Axe entstandenen Körper, der einen 
„Kreis zur Grundfläche hat, lässt sich eine aus 
„Cyündern von gleichen Höhen bestehende Fi- 
„gur , und eine andere darum beschreiben , so dass 
^,die darum beschriebene die darein beschriebene 
„um weniger übertreffe als um irgend eine gege- 
bene gleichartige Grösse 

[ „Es sev der Körper ABC durch Umdrehung einer 
„ebenen auf einer Seite zusammenlaufenden Figur um die 
„Axe AD entstanden; sein Scheitel A; seme örundfTäche 
, t der Kreis um den Durchmesser BC. Man gedenke sich 
„auf dieser Grundfläche um die Axe AD einen Cylinder 
„Z?L beschrieben, welcher den Körper ABC einschliesseri 
„wird. Man theile den Cylinder BL durch der Grund* 
„fläche parallele Ebenen in so viele Cylinder von glei- 
chen Höhen , dass jeder derselben kleiner sey als die 

3egebene Grösse: und es sey auch der Körper ABC 
urch die gedachten Ebenen getheilt ; so werden die 



•) 9 ,Omni so Udo circa axim in alter am partem rfe* 
, fiele nti , cuius basis circulus vel etiipsis , figura 
„quaedam ex cyändris vel cylindn portionibus 
„aequalium altitudihum inscribi potest et altera c*f • 
PfCümxcribi , ita ut circumscripta supertt inscriptam 
%% minori exetssu quantacumqut magnitudine pro- 
» • >y posita." Die Ausdehnung auf Körper , deren Gi und* 
flachen Ellipsen sind , ist hier , als zum folgenden nicht 
nöthig, KOrze halber weggelassen, 
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^Durchschnitte Kreise ie^n. Auf diesen Durchschnitten 
„als Grundflächen Seyen in und um die Figur Cylinder 
„von* gleichen Höhen beschrieben , von denen immer 
„zwey als zwischen einerley parallelen Ebenen liegend 
„einander correspondiren , wie BF und GDH, welche 
„die gemeinschaftliche Axe DK, und die Kreise EF, GH. 
„deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt K ist , zu Grund- 
„flächen haben ; der oberste (darum beschriebene) aber kei- 
„nem (darein beschriebenen ) mehr correspondirt. Da 
„nun vermöge der Consrruftion der Cylinder BF kleiner 
, ,als die gegebene Grösse ist , die Ueberscbüsse der Cy- 
linder aber, aus denen die umbeschriebene Figur besteht, 
„über die correspondirenden , aus denen die einbeschriebe - 
,„ne besteht, nebst dem obersten, der keinem mehr corre- 
„spondirt , zusammen dem Cylinder BF gleich sind ; so 
,*,wird die um den Körper ABC beschriebene Figur die dar- 
„ein beschriebene um weniger Ubertreffen als um die gege- 
bene Grösse. Folglich kann bewerkstelligt werden was 
„behauptet wurde." 

§. 9. Noch vielmehr kann der Ueberschuss der dar- 
um beschriebenen Figur Uber den Körper ABC , und des 
Körpers ABC über die darein beschriebene kleiner gemache 
werden als jede gegebene Grösse, 

§. 10. Man hat mehrere Kunstwörter ersonnen , wel- 
che zur Abkürzung des Ausdruks von dergleichen Säzen 
dienen sollten. Hier einige derselben nebst den Erklärun- 

fen, welche diejenige, die sie gebrauchten* davon gege- 
en haben : { 

„Magnitudo queevis per inscriptat sibi magnitu* 
„dines exhauriri dicitur, cum inscriptas magnitudines ab 
„ipsa deficere tandem possunt magnitudine data minori, 
„hoc est, quamvis parva. Similiter magnitudo quoevis 
„per circumscripta* sibi magnitudines exhauritur\ cum 
„hae ipsam denique superare excessu minori dato possunt'* 
Tacquet in seinen Cylindric. & Annular*). Defin. 
ad Lib. I & IL 2$. 

mm m, ■ ■ ■ ■■ ■ ■ ■ , ., , . . ■ ■■■ .11 . . .... , m 

*) In den Opp. Mathem. Andr. Tacquet. Antverpim 
166$. ' Die vier ersten Bücher dieser Cy lindric.& Annu- 
lar. sind 165 1. das fünfte 1659. besonders herausge- 
kommen. 
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„Magnitudines figurae alSciii inscriptae aut eireumscri- 
„ptae, sive figura minores & majores , in figuram dtti- 
,,««r« dicuntnr, cum ab ea tandem differre possunt roagni- 
„tudine minori qoacumque data seu quamtumvis parva 4 '. 
Tacquet Eiern. Geom.*) Lib. XII, nobis MIh 
Def.6. 

„ We shall define an ultimate magnitudß, to b# 

„the limit, to Which a varying magnitode can approacfc 
„within any degree of nearness tfhatever, thougb it can 
„never be made absolutely eqoal to it." Robins Biscour- 
„se of Fluxions &c. ♦*) $. 110. . u t x 

Man sehe noch die Erklärung von Grenze einer wach- 
senden oder abnehmenden GrÖist in U Huilier's Prin- 
eipiorum calculi differentiaUs & intcgralis expositio *l&- 
mentaris. Cap. I. $. A " 



(Li*. IL Prop. I.y 



§. ii. „Wenn vier Grössen sind, und zwo an- 
dere zugleich grösser oder kleiner ^ls die er&e und 
„dritte derselben um einen Unterschied , der klei- 
„ner ist als irgend eine gegebene gleichartige Grös- 
se , und diejenige , die grösser oder kleiner ist 
„als die erste, zur zweyten sich verhält wie dieje- 
nige, welche zugleich grösser oder kleinen* jstals 
„die dritte, zur vierten; so wird auch die erste zur 
„zweyten sich verhalten wie die dritte zur vier- 
„ ten *** ). , _ 

*) KLementa geometriee plance ac solidee ; Quibus >ac- 
cedunt selch a ex Archimede theoremata. AuEtore 
Andrea Tai quet. Zuerst Antv* 1654. 1665. dann 
Amsteked. 16x3. faerauseekommen. 

**) In Mathernatical TraSs of Robins. Vol. II. 
jLond. 1761. 

| •••) ddice magnitudines una majores vel minores 
„prima 6? tertia, minori excessu vel defeHu quan- 
„tacumque magnitudine proposita ejus dem gener is 
„cum lila , ad quam refertur , eandem proportionem 
, r „habuerint , major vel minor prima ad secundam % 
%t & una major vel minor tertia ad quartam; erit 
„ut prima ad secundam ita tertia ad quartam.^ 
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Rg. ?o. „Es seyen vier Grössen , A die erste , .0 
„die zweyte, C die dritte , and D die vierte; and «wo 
andere , die zugleich grosser seyen als A , C, deren Ue- 
„berschuss Ober A , C aber , es mag von den anendlich 
^vielen mit A, C gleichartigen Grössen, welche gegeben 
„werden können, eine, wenn A, C gleichartig sind , oder 
„zwo, wenn sie ungleichartig sind, gegeben seyn, wel- 
sche man will , kleiner sey als diese gegebene Grosse ; und 
„es habe immer diejenige, welche grösser ist als A. %xxB 
..das nämliche Verhältnis wie diejenige , welche grösser ist 
^,als C, zu D. Ich behaupte f dass auch A :B = C: D." 

•*'«*, . > • • , 

„Denn man seze E:D*= A:B, und irgend eine be- 
liebige Grösse F>C; ferner zwo andere : /f> C um 
„einen Ueberschuss , der kleiner sey als der von F über C f 
„d. i. H> C und <F; und G> A um einen Ueberschuss, 
„der kleiner sey als eine mit A gleichartige Grösse, so 
„dass G: B~H: D. Da nun 

vr F>H, *o'istF:D>H:D d.'u> G:B; 
„da aber G> A, so i*t G:B>A :B; 

F:D > A:B. 

„ w der Voraussezung ist nnn F irgend eine belie- 

bige. Grösse „ die> C. Mithin kann keine Grösse, die> 
„C, 7-m'D sich verhalten wie A zu B. Es verhält sich 
„vber E:D wie A:B. Folglich ist nicht E>C. und 
„n cht Ei D, d. i. A:B, >C:D. Aus gleichem Grund 
,^wird nicht C: D > A : B , d. i. nicht A:B < C:D seyn. 
„Rikbniist A:B=*C:D. 

- „Non seyen aber zwo Grössen zngleich kleiner als 
~„A 9 Cum einen Unterschied, der kleiner sey als irgend 
„eine gegebene Grösse, und es verhalte sich diejenige, 
„welche kleiner ist als A 9 zu B wie die, welche kleiner 
„ist als C , zu D. Ich behaupte , dass A:B*=C:D. 

„Denn man seze wiederum E: D~ A:B, und ei- 
' ;ne beliebige Grösse F < C; ferner H < C aber > F, und 
',G <i4 um einen Unterschied, der kleiner sey als eine 
'»mit A gleichartige Grösse, so dass G:ß — H:D. 
!,Danun F<//,soist F: D <H:D d.L<G : ß; 
.„daaberG<M t so ist G.B<A:B% 

„folglich F:D < AiB. 




1 , 
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„Nun ist T als eine beliebige Grösse , die «IC, ge~ 
,,sezt worden. Mithin verhält sich keine Grösse , die <5 
„C , zu D wie A zu ß. Aber E:D = A:B. Folglich 
„ist nicht E < C, also nicht £:Dd. i.A:B< Aus 
,,dem nämlichen Grund ist nicht C: D < A: B , d. i* nicht 
,^4:B>C:jD. Folglich A: B = C: welches be wie- 
„sen werden sollte. 

9 \Anders.« Fig. 71. 

„Ich behaupte, dass A:B = C:D. Denn es sey» 
„wenns möglich ist, A: B < C: D. So hat irgend eine 
„andere Grösse G , die > A , zu B das nämliche Verhält- 
nis wie C: D. Nun Seyen E> A aber < G , und F> C 
„um einen Ueberschuss , der kleiner sey als eine mit C 
„gleichartige Grösse , so genommen , dass E : Ii = F: D. 
„Da nun F> C , so ist 

F: D >C:D. 
„Aber F;P = £:B, C:/J = G:£; 

„folglich £: £ > G ; B , mithin £> G: wel- 

sches ungereimt ist, da £ < G. Folglich ist nicht A : B 
„<C: D. Aus gleichem Grund ist nicht C: D < A: B 9 
„d. u , nicht A :B>C:D. Folglich A:B = C:D. 

„Beym zweyten Theil der Voraussezung , der Grössen 
„betrifft, die zugleich kleiner als A, C sind ; sey, wenn« 
„möglich ist, A: Bt>C:D. So wird eine Grösse, dje 
„< ' A 9 sie sey G, zu B sich verhalten wie C:D. Nun 
„seyen daher > G , und F < C um einen Unterschied, 
„der kleiner sey als eine mit C gleichartige Grösse , so ge- 
kommen, dass E: B=F:D. Da nun 

C:D>F:D, 

„aber C:D = G:B , F:D~E:B. 

„so ist ' G:B> E:B, 

„daher OJE: welches unmöglich ist, weil G< E. Folg- 
lich ist nicht A: B>C: D. Aus dem nämlichen Grund 
„nicht C:D> A:B &IA:B <C:D. Folglich A:B** 
>,C:D.« 

. •% • 

§•12. Nicht viel verschieden lautet der Ausdfuk 
des vorigen Sazes in zwey Lehrssizen bey Renaldi n 
(de Resolutiune & Compositioni Maihematica Libri 
duo. Patavü 166g) i 
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„$i fuermt quatuo'r quantftates proportionales ; & per 
,,continuata quidem incrementa prima minus deticiendo a 
„quapiam quinta , &tertia aquapiam sexta, Semper in infini- 
,,tum , deficere tandem possint defe&u minori quacumque 
f ,data qoamtitate ; perpetuo tarnen eadem servata ratione 
„primae ad secundam & tertiae ad quartam ; dico : quintam 
„ad secundam in eadem ratione esse , in qua est sexta ad 
„quartam. " Theorl VIII , p. 280. 

„Si sit ut prima ad secundam , ita tertia ad quartam ; 
f ,at vero prima minus semper in infinitum excedendo 
i,quampiam quantitatem quintam, tandem excedere possit 
„excessu minori quacumque data quantitate; item tertia 
„respe&u sextae ; perpetuo tarnen servata eadem ratione 
t ,primae ad secundam , & tertiae ad quartam ; dico : esse 
„ut quintam ad secundam, ita sextam ad quartam." Theor. 
IX, ebendaseihst, « 

Kürzer mit Gebrauch des Begriffs von Grenze (§.10): 
„Wenn zwo ungleichartige Grossen , welche beyde ent- 
weder wachsen oder abnehmen , und deren jede eine 
„gegebene Grosse zur Grenze hat, zu zwo gegebenen 
„Grössen immer einerley Verhältnis haben ; so haben auch 
„Ihre Grenzen zu den nämlichen gegebenen Grössen ei- 
„nerley Verhältnis, " V Huilier Expos. $. 5. ' 

{L. IL Prop. IL) 

■ 

§. 13. „Wenn eine Grösse , die grösser oder 
„kleiner ist als die erste ( von vier Grössen ) , zu ei- 
gner Grösse, die zuglefcrrgfösser oder kleiner ist 
„als die zweyte, beyde um einen Unterschied, der 
„kleiner ist als irgend eine gegebene Grösse, sich 
»verhält wie die dritte zur vierten ; so verhält sich 
;,die erste zur zweyten wie die dritte zur vierten *). 

Fig. 12. „Es seyen vier Grössen» A die erste, B 
die zweyte, C die dritte, D die vierte, und zwo andere 
„ZT, F die zugleich grösser seyen als A 9 B um einen 



•) M «Si major vel minor prima ad und majorem vel 
„minorem secunda , minori utriusque excessu vel 
„defectu quantacumque magnitudine proposita , 
9 .Juerit nt tertia ad quartam ; erit ut prima ad st* 
i,cvndam % ita tertia ad quartam" . . . 
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„Ueberscbuss, der kleiner sey als" irgend eine gegeben* 
„mit A, B gleichartige Grösse; und die £ 9 welche grös# 
„ser ist als A , verhalte sich zu F, welshe grösser ist als 
„B f wie C zu D. Ich behaupte, dass auch -4:B==C: JD. 



. „Denn es verhalte sich , welches möglich ist , eine an- 
dere mit E 9 F gleichartige Grösse G zu einer andern H 9 
„wie C zu D oder JE zu F. So ist verwechselt E:G*— 
„F: ff \ und es sind E, F zugleich grösser als A, B um 
„einen Ueberschuss, der kleiner ist als irgend eine ge* 
„gebene Grösse» Folglich ist vermöge des vorhergehenden 
,/Sazes (§. ii.) A:Gz=B:H , und verwechselt A : B*m 
„G:H d. i. =>C:D. 

' j „Auf ähnliche Art Wörde der Beweis für den Fall ge* 
„führt werden, wo E f F kleiner als A t B und auf die 
t ,gedachte Art proportionirt sind. Der Saz ist also richtigt 

- 

„Anders." Fig. 73. - 

„Das nämliche vorausgesezt ; wenn nicht A * B £ 
.,C : D , so ist das Verhältnis A 2 B grösser oder kleine* 
„als da* C : D. * 

, f Es sey grösser. So verhalt sich C : D wie die nän> 
gliche A zu einer andern» die > B. Diese sey E, Und 
„es seyen zwo andere Grössen F> R aber < F, und 
„ G > ^4 um einen Ueberschuss der kleiner sey als eine 
„mit A gleichartige Grösse , so dass G: j?=C:I). 
f »Da nun auch C:D = A: 

„so, ist G :F = 

„Nun ist G>A ; folglich F>£: welches un 
„da F< E. Also ist nicht A.B>C:D. Ebenso ist nicht 
„BM>D:C, d.i., nicht A;B<C.D, Folglich ^:B« 
»C:U. 




wenn 



,,lm Fall , da die zwo Grössen kleiner als A, B sind ; 
nn nicht A : B ä C : D , sey , wenns möglich ist , A:B 



„<C:D. So verhält sich /I zu einer andern, die<B # 
„wie C : D. Diese andre sey E. Und es Seyen zwo andre 
-„Grössen , F< B aber > E 9 und G<A um einen Unter- 
„schied , der kleiner sey als eine mit A gleichartige Grös- 
se, so dass G:F=C: D = A:E. So ist, d*G<A 9 
„auch Flp jEi die grössere <j als die kleinere: Welches un- 
gereimt ist« Demnach ist nicht A : B <; C ; I?. Kbenso 
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„«t nicht B l A < 1>: C 9 d. i. , nicht A : B> C : £>♦ Folg- 

%: 14. Vermittelst der §. ia erklärten Kunstwörter 
wird lezterer Saz kürzer ausgedrükt : 

„Datae sint binae quantitates A&B , sive superficies 
„si ve corpora. Data sit itentfratio quaecumque £ad JF. Si 
„quantitatibus A&cB aliae atque aliae magnitudines sine ter- 
, ,mino inscribi possunt , quae et eam Semper inter se ratio- 
„nem servent quam E ad F, & quantitates ipsas A 9 B 
„exhauriant, hoc est, ab iisdeficiant defe&n quamtumvis 
„parvo; erit quantitas A ad quantitatem B nt E ad F.« f 
Tacquet Qylindr. & AnnuL L. I. Pars I. Prop. I. In 
Lib. IL Pars IL .Prop. I. verbindet er „inscribi & 
t conacribi", und sezt „dift'erant quantitate " statt „deficiant 
„defe&u"; im übrigen wiederholt er dieselben Worte. 

„Si ea , quae duabus flguris inscribuntur , in ipsas de- 
„sinant ; quam proportibnem inter se habent inscripta , ean- 
„dem «haben t & ngurae. " Tacquet Eiern. Qeom. Lib. 
VIII. Porisrna universale nach Prop. II. 

* • * 

„When varying magnitudes keep constantly the same 
„Proportion to each other> their ultimate magnitudes are 
„in t e same proportion Robins Discourse of Fluxi- 
9 nsüc§.ii4. 

„Wenn zwo veränderliche Grössen , deren jede eine 
„gegebene Grosse zur Grenze» hat, ein gegebenes Verhält- 
nis zu einander haben; so haben ihre Grenzen dasselbe 
„Verhältnis. «* V Huil. Exp. §. 4. 

Newtons viertes Lemma in Principp. Lib. L Se&.I. 
enthält den Saz auf ein Beyspiel angewandt : „Si in duabus 

ufiguris — — — inscribantur — parallelogramma , sit- 

t ,que idem amborum numerus, & nbi latitudines in infmi- 
„tum diminuuntur > rationes ultimae parallelogrammorum in 
„una figura ad parallelogramma in altera, singulorum ad 
„singula , sint eaedem ; dico quod figurae duae — — sunt 
„ad invicem in eadem illa ratione. " 

§• 15- Wenn in S 13 das Verhältnis Von C zuD das Ver- 
hältnis der Gleichheit ist , so ergibt sich der Saz : 

, „Si quantitatibus A & B Taliae magnitudines ( |32Sf M > 
„possunt ( quae & Semper aequales sint inter se « & quanti- 
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»,tates ipsas A y B exhaurinnt : erit quantitas A irqnalis 
- „quantitati B. ** Tacquet Oyl. & AnnuL L. I. Pars /. 
Prop. I. Cor* L. II. Pärs L Prop. I. Cor. 

„Datae sint figurae quaecumque seu planae sen solidae, 
%9 A & B. Sint autem tnagnitudines , aliae semper atque a- 
f ,liae, qaae (^Ä) -4 & B Semper minus ac minus 
,,(dSciL e ndo) m ipsas Hesinant » & tarnen inter se äquales . 
„sint. Dico etiam figüras^ &£ sequales esse/« Tacguet 
ELent. Geom. Tkeoremata seleäa ex Archimede. Prop. /, 
II. 

„The ultimate magnitudes of the same or equal va~ 
rying magnitudes are equal. " Robini Dirc. of Flux* 

$. 120* 

■ 

§. 16. Das Verhältnis von Czu D §. 13. kann „pro- 
„portio < : upla, sesquialtera" u* dgl. , „duplicata alicuius> 
„tripiicata " u. s. w M kurz irgend eine „proportlo nomi- 
„nata" seyn. Di» zeigt Valerius noch besonders durch 

L. II. Prop. III. an : 

» 

„<S£ major vel minor prima ad una majorem vel 
^minorem secunda ♦ minori excessu vel defe&u quanta* 
»cumqut magnitudine proposita % nominatam kabuerit 
„proportionem; prima adsecundam eandem nominatam 
>9 habebit proportionem ; " 

wovon er Übrigens den Beweis auch aüf den Saz §. 
JJ. zurükfuhrt. 

§.i7.0bgleich dasGemeinschaftliche in demGang derSchltts- 
se , durch welche die Alten ihre Entdekungen Ober die 
Ausmessungen oder Verhältnisse krummer Linien , kiumm- 
linichter Räume und von krummen Oberflächen einge- 
schlossener Körper sowohl als ihrer Oberflächeh bewei- 
sen , oder das Allgemeine ihrer Exhaustionsmethod* 
(vgl. §. 11.) sich grossentheils auf die §. r<j oder 14 und 
§. 15 vorgetragenen S'ize zurukfuhrt (Robins Disc. of 
Flux. J. 89 flgg* Mac Laurin K s Treatise of Fluxions> 
Edinb. 1742. Introdudion p. 3- 16. U HuiL Exp* §. 4. 
Observatio. ) , und diese Verallgemeinerung den Alten nicnt 
eptgegen seyn mochte ( Pfleiderers The*. Math. Physicce. 
Tubingce 1792. UVIII.), so ist doch der allgemeine 
Ausdruk jener Saze erst von Neuern versucht und dazu 

Q 
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gebraucht worden * um die umständlichen Dedu&ionen bey 
den Beweisen der einzelnen Säze zu umgehen. Lucas 
Valerius ist wohl der erste , der diesen Versuch gemacht 
hat , und er hat dadurch seine Säze über die Ausmessung 
und den Schwerpunkt der Kugel , des Sphäroids , der para- 
bolischen und hyperbolischen Konoiden kurz und elegant 
bewiesen. Nach ihm hat Andr. Tacquet seine §. 14, 15. 
angeführten Säze in seinen Elementis Geometriae zur Ab- 
kürzung der Euklidischen Beweise von den Säzen des 
Xllten Buchs der Elemente und der Archimedischen Uber 
die Kugel gebraucht , und in seiner Schrift : Cylindrica Ö 
Annularia , zur Grundlage seiner Beweise gemacht Re- 
naldinus hat in seinem oben erwähnten Aufsaz die vorge- 
tragenen und mehrere dergleichen allgemeine Säze und ih- 
ren Gebrauch umständlich abgehandelt. Nach Erfindung 
der neuen Methoden zu Ende des vorigen Jahrhunderts ha- 
ben diejenige, die sich damit beschäftigten , von den Prin- 
eipien derselben strenge Beweise zu geben , die leztern auf 
die nämlichen und andere Säze dieser Art gegründet ( Ko- 
bins Disc. of Flux. am angef. Ort; Hob. Simson de limiti- 
bus quantitatjum & rationum in seinen Opp. posth* 
Glasguce 1776 \ V HuiU Expos. Cap. J.) 

(Lifr. //. Prop. Xin Vgl. L. III. Prop. XU, XIII.) 

Fig. 74. 

§. 1 8. „DieHalbkugel ist dasDoppelte einesKegels, 
„und die zvvey Drittel eines Cylinders , welche ei- 
„nerley Grundfläche und Höhe mit ihr haben. 4 * 

• • w . « 

„Es sey eine Halbkugel , deren Axe BD , ihre Grund- 
fläche der Kreis, dessen Durchmesser AC % auf diesem der 
„Cylinder AE und der Kegel ABC, welche die gemein- 
schaftliche Axe BD und daher auch einerley Höhe habefi. 
„Ich behaupte , dass die Halbkugel ABC das Doppelte des 
„Kegels ABC und zwey Drittel des Cylinders AE sey. 

„Denn man beschreibe auf dem Kreis RE als Grund- 
fläche einen Kegel EDR 9 dessen Spize D sey. Man 
i,halbire die Axe BD , ihre Hälfte wieder, und so fort; 
n und lege durch die Theilungspunkte der Grundfläche der 
„Halbkugel parallele Ebenen, welche die Halbkugel, den 
„Kegel und den Cylinder durchschneiden. So wird der 
„Cylinder AE in Cylinder von gleichen Höhen getheüt 
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„seyn. Auf den Durchschnitten des Kegels und der Halb- 
kugel aber, den Kreisen nämlich, deren Mittelpunkte in 
„der Axe BD liegen, gedenke man sich Cy lind er aufge- 
stellt, die sich immer zwischen zwey einander zunächst 
„liegenden parallelen Ebenen befinden , deren Axen alle in 
9 >BD liegen. So wird in den Kegel EDR und um die 
„Halbkugel eine aus Cylindern von gleichen Höhen beste- 
hende Figur beschrieben seyn. Es seyen aber diese Fi- 
guren so um und einbeschrieben , dass die umbeschriebene 
„die Halbkugel um weniger übertreffe , die einbeschriebene 
„aber vom Kegel um weniger unterschieden sey, als 
„uniMrgend welche gegebene Grösse (J§. 9). Wenn *dis ge- 
schehen ist, so ist offenbar, dass in den nach Hinweg- 
„nehmung der Halbkugel übrig bleibenden Rest des Cy* 
„linders AE eine aus den nach Hinwegnehmung .der um 
>,die Halbkugel beschriebenen Cylinder von den Cyliudern, 
„in welche der AE getheilt war , übrig bleibenden Kesten 
„ bestehende Figur beschrieben sey , die von dem nach 
„Hinwegnehmung der Halbkugel vom Cylinder AE übrig 
„bleibenden Rest weniger unterschieden ist als um die ge- 
gebene Grösse , nämlich um eben das , um was die um 
„die Halbkugel beschriebene Figur die Halbkugel übertriffti 
„den Rest ausgenommen, welcher vom untersten. Cvlin- 
„der AS nach rfin wegnehmung des von ihm eingeschlos- 
senen Stüks der Halbkugel übrig bleibt. Von den er- 
„wVihnten Cylindern, in welche der AE getheilt wird, 
„sey der oberste FE, dessen Axe BH ; und der gemein- 
Schaftliche Durchschnitt der durch den Punkt H gehen- 
„den der Grundfläche der Halbkugel parallelen Ebene mit 
„der Ebene durch die Axe BD sey die gerade Linie 
„FGKHMNL. 

„Damm BD* *= DH\ + 2DHB -f BH* , und 2 Df/B+ 

BH* «5 (BDJ-DH) X BH; 
„so ist BD\ d. i. FH\ = DH* + ( Bl>+l>H ) X BH, 
„Aber KH\ = (BD+DH ) X BH ; 

„Folglich FH* KH* = DH* » GH* . Undoa&Vier- 

fnche genommen» 
FL* - MK<\=* GN*. 't 

„Mithin Kreis FL - Kreis MK Kreis GN ; 
„folglich auch Cylinder FE — Cyl. — Cyl. GP , da ihre 
„Höhen gleich sind. 

„Auf ähnliche Art Hesse sich von allen nach Hinwe g- 
1 „nebmung der um die Halbkugel beschriebenen Cy unter 
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„von den gleich hohen Cylindern i in welche der Cylinder 
f ,AE getheilt worden ist, übrigbleibenden Resten beweisen, 
„dass sie den zwischen den nämlichen Ebenen befindlichen 
„in den Kegel EDR beschriebenen Cylindern gleich seyen. 
„Daher ist die ganze aus den genannten Cylinderresten °) 
„bestehende in den nach Hinwegnehmung der Halbkugel 
„vom Cylinder AE Übrigbleibenden Rest beschriebene Figur 
„der in den Kegel EDR beschriebenen Figur gleich. Diese 
„bevden Figuren aber sind kleiner, die eine als der Kegel 
„EDR > die andere als der nach Hinwegnehmung der Halb- 
kugel vom Cylinder AE übrig bleibende Rest, um weniger, 
„als um eine gegebene Grösse , welche man wollte. Folg- 
lich ist der nach Hinwegnehmung der Halbkugel vom Cy- 
„linder AE nbrig bleibende Rest dem Kegel EDR gleich 

«SO- Aber der Ke 8 el EOR> 4 i. der Kegel ABC. 
„ist der dritte Theil des Cylinders AE. Folglich ist der 
„nach Hinwegnehmung der Halbkugel vom Cylindep AE 
f ,übrigbleibende Rest der dritte Theil des Cylinders AE\ 
„d. i. , der Cylinder das Dreyfache des genannten Rests; 
„folglich der Cv linder AE ändert halb mal so gros als die 
„Halbkugel ARC % und umgekehrt d ; e Halbkugel zwey 
„Drittel dea Cylinders ^LE % mithin das Doppelte des Kegels 
»ABC* 

(Lxbl Hl frop % XIV.} . r, 

§. iq« „Wenn die Halbkugel, der um diesel- 

„be bescliriebene Cylinder und der Kegel , der mit 
„ihnen einerley Axe und den ihrer gemeinschaft- 
lichen Grundfläche gegenüberliegenden Kreis zur 
„Grundfläche hat, von zwey der Grundfläche pa- 
„rallelen Ebenen durchschnitten werden; so ist 
„jedes der Stükte , welche die genannten Ebenen 
„von dem nach Hinwegnehmung der Halbkugel 
„vom darum beschriebenen Cylinder übrig bleiben* 
„den Rest abschneiden, dem zwischen den nämli- 
„chen Ebenen befindlichen Theil des genannten Ke- 
„gels gleich/ 4 

• * 

*) Die sonst auch annuli, tubi cylindrki , cyündri 
cavi heissen. 
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Wie nämlich §. ifl. bewiesen wurde, dass 



a) Fig. 74. der Rest Cyl AE — Halbk. .4£C= Kegel 

EDR ; ebenso liesse sich beweisen , dass 
5) Fig. 76. ein Rest wie Cyl. AE — Kogels tük ABCO 

= Kegel HPK. Daher ist auch 
•) Kg- 75- em R es t wie Cyl. EF — Kugelstök ABC mk 
abgekürzten Kegel HKLF. Denn ein solcher 
Rest und abgekürzter Kegel bleiben übrig* 
wenn von Reichen Resten und Kegeln wie 
a) gleiche Reste und Kegel wie b ) wegge- 
nommen werden. 
d ) *ig. 77. ein Rest wie Cyl. «SO — Kugelst. ABCD « 
abgek, Kegel KLMN. Denn ein solcher 
Rest und abgek. Kegel bleiben wiederum ü-, 
brig, wenn von gleichen Resten und Kegeln 
wie 6) eben solche gleiche Reste und Kegel, 
kleinere von grossem, hinweggenommen 
werden. 

(L. //. Prop. XIII). Fig. ?s . 

§.20. „Jeder kleinereKugelabschnitt"(d. i, der Mei- 
ßner ist als die Halbkugel ) „verhält sich zu einem Cylin- 
der , der eine dem grösten Kreis gleiche Grund- 
„fläche und einerley Höhe mit dem Abschnitt hat, 
„wie der Ueberschuss des Dreyfochen vom Halb- 
messer* der Kugel über drey stetige Proportional- 
„linien , von welchen der Halbmesser der Kugel 
„die gröste, die zwischen den Mittelpunkten der 
Jtugel und der Grundfläche des Abschnitts lie- 
gende gerade Linie aber die mittlere ist , zum 
>,Dreyfachen des Halbmessers der Kugel. " 

„Es sey eine Kugel , deren Mittelpunkt D und .deren 
„Halbmesser BD sey; der Kugelabschnitt ABC kleiner als 
„die Halbkugel, dessen Axe der Abschnitt BG des Halb«« 
„messers BD und dessen Grundfläche der Kreis um den 
„Durchmesser AC sey. Ferner sev EF ein Cylinder , der 
„die nämliche Axe oder Hohe BG habe , und dessen 
„Grundfläche dem grosten Kreise , dessen Halbmesser BD 
„ist, gleich sey. Ich behaupte, dass der Abschnitt ABC 
„zum Cylinder EF sich verhalte, wie der Ueberschuss des 
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„Dreifachen von BD ober BD , DG und die dritte Pro- 
„portionallinie zu ihnen , welche M sey , zum dreyfachen 
^yon BD. 

„Denn man beschreibe auf der Grundfläche des Cvlin- 
„ders EF 9 deren Durchmesser FH ist, einen Kegel FDH 9 
„dessen Spize D sey; und gedenke sich von demselben 
„durch die der Ebene des Kreises FH parallele Ebene , wel- 
sche den Abschnitt ABC abschneidet , den abgekürzten Ke- 
„gel FHKL abgeschnitten. Da nun der abgekürzte Kegel 
„FHKL dem nach Hinwegnehmung des 'Abschnitts ABC 
M vom Cylinder EF übrigbleibenden Reste gleich ist (§.19); 
>,so ist der Abschnitt ABC dem Reste gleich , welcher 
„nach Hinwegnehmung des abgekürzten Kegels FHKL 
„vom Cylinder EF übrig bleibt. 

••Nun verhalt sich jener Rest zum Cylinder EF wi© 
,,jFH — (FH-\rKL nebst der dritten Proportionallinie zu 
„FH, KL ) zu %TH ( §. 5 ). Aber W : KL = BD : DG 

OG : M. Folglich das Kugelstuk ABC ; Cyl. £F= 3BD 
„ — (BD + DG -f Af ) : 3B A 

§. 21. (Lib, IL Pr. XVI), „Auch verhält sich dei; 
genannte Kugelabschnitt (ABC) zum genannten Cylinder 
(EF) „wie das Rechtet ( BGD ) aus der Axe des Ab* 
„Schnitts und dem Übrigen Stük der halben Axe der Kugel 
„nebst ( -| BG<i ) zwey Dritteln des Quadrats der Axe des 

„Abschnitts zu ( BD* ) dem Quadrat der halben Axe der 
„Kugel.** 

Denn der vorhin erwähnte Rest» dem' der Abschnitt 
ABC gleich ist, verhält sich zum Cylinder EF wie KLX 
(HF—KL)+*(HF-KL)*:H& ($.5.) : und ebenso 

verhält sich DGB -ff BG C : BD* , weil f#:KL:HF — 
KL 5= BD : DG : Bd. Hieraus erhellt das gesagte. 

(£. //. Prop. XIV.) Fig. 76. 

f §.22. „Jedes durch zwo parallele Ebenen, deren ei- 
„ne durch den Mittelpunkt geht, abgeschnittene Ku- 
„gelstük" (Kugekumpf ) *) „verhält sich zu einem 



•) Ein von zwo parallelen Ebenen abgeschnittenes Ku- 
gelstük wird nämlich sonsten truncui sphcericus ge- 
nannt; wofür in der Folge das Wort Rumpf 9 wie o- 
ben beym Kegel, gebraucht werden soll. 
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„Cylinder, der mit dem Rumpf einerley Grund- 
^„fiäche, nämlich den grösten Kreis , und einerley 
„Höhe hat , wie der Ueberschuss der geraden Li* 
„nie , welche zur Axe des Rumpfs und zum Haü>- 
„messer der Kugel die dritte Proportionallinie 
„ist , über den dritten Theil der Axe des Rumpfs , 
„zur genannten dritten Proportionallinie, 

„Es sey von einer Kugel, deren Mittelpunkt f ist, 
„der Rumpf ABCD durch zwo parallele Ebenen abgeschnit- 
ten , deren eine durch den Mittelpunkt F geht ; die Axe 
„des Rumpfs FG, seine grössere Grundfläche der graste 
„Kreis, dessen Durchmesser AD , die kleinere der Kreis, 
„dessen Durchmesser BC; und der Cylinder AE, dessen 
„Grundfläche der Kreis AD , und dessen Axe FG. Ferner 
9 ,my FG: FA—FA:MN, und von MN sey NO = |FG 
„abgeschnitten. Ich behaupte , dass der Rumpf ABCD zum 
„Cylinder AE sich verhalte Wie OM zu MN. 

„Denn man nehme OH = FG , und beschreibe üm die 
„Axe FG den Cylinder LK und den Kegel HFK. Da nun 
„die zwey Cylinder AE , LK einerley Höhe haben , so 
„verhalten sie sich wie ihre Grundflächen AD , KH ; das 
„ist > der Cylinder AE hat zum Cylinder LK das duphcirtfe 
„Verhältnis von dem des Durchmessers AD zum Durch- 
„messer KH f d* i. von dem des Halbmessers AF zum 

„Halbmesser GH, das Ist, das Verhältnis MN: $q]. 
J)k nun (MN: FG Cyl AE: Cyl LR) 
»*0 : { J = Cyl. LK : Keg. KFH% 



i , i i , i , i i t , i ,t 



„*> ist gif. MN : NO « CyJ. AE : Keg. KFH, A. I zum 
„Rest, welcher übrig bleibt, wenn man vom Cylinder AE 
„den Rumpf ABCD Wegnimmt (§♦ 19.)* 
„V.Zurükk.MN: OM »Cyl /f£:Rpf ABCD, 
„u.umgek. OM : MN «Rpf ABCD : Cyl AE. . 

§. 23. (Ir. III. Pr. XFII.) Die Axe FG Über 
G hinaus verlängert schneide die Kugeloberfläche in P, 
über F hinaus in 

Der genannte Kugelrumpf ABCD verhält sich auch 
zam genannten Cylkider (AE) „wie das Reehtek (tGQ } 
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„aus den beyden durch den Mittelpunkt der kleineren 
„Grundfläche des Rumpfs gemachten Abschnitten der mit 
„der Axe des Rumpfs in gerader Linie liegenden Axe der 
„Rugel nebst ( f F(?<i ) zwey Dritteln vom Quadrat der A- 
„xe des Rumpfs zu ( FP* ) dem Quadrat der halben Axe 
„der Kugel. " 

« Denn da CylAEiCyl.LK FA* iPtA% so ist 
%urükk.u.umg. Cyl AB- CyL Lt : Cyl. J^p ££l ] : 

FA*. 

Nun ist JgSS**} :Cyl.^|FLi : F* ; 

folg.(E.V,a4)[ %u^ßcE K \ :CyLAE=ALD+>FH 

: F^q d. i = P£Ä+ffGq : Fi*. 

(m/Z frop. XK) Fig. 7?. 

§. 24. „Jeder durch zwo parallele Ebenen, 
,,deren keine durch den Mittelpunkt geht > zwi- 
schen denen auch der Mittelpunkt nicht liegt, 
„weggeschnittene Kugelrumpf verhält sich zu ei- 
gnem Cy linder, dessen Grundfläche dem grösten 
„Kreise gleich und dessen Höhe emerjey mit der 
„Höhe des Rumpfs ist, wie der Ueberschuss der 
„geraden Linie , welche zu den Dreyfachen der 
„zwischen den Mittelpunkten der Kugel und der 
„kleineren Grundfläche des Rumpfs liegenden ge- 
raden Linie und des Halbmessers der Kugel die 
„dritte Proportionallinie ist, über drey stetige Pro- 
5 „portionallinien , von denen die zwischen den Mit- 
telpunkten der Kugel und der kleineren Grundflä- 
che des Rumpfs liegende gerade Linie die gröste, 
„die zwischen den Mittelpunkten der Kugel und 
„der grösseren Grundfläche des Rumpfs liegende 
„aber die mittlere ist, sich zur erst genannten drit- 
ten Proportionallinie verhält. 

„Es sey ABCD ein Rumpf einer Kugel , deren Mit- 
telpunkt C 9 welches durch zwo parallele Ebenen abge- 



/ 
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„schnitten sey , deren keine durch E geht , die auch £ 
„nicht zwischen sich Hegend haben ; dessen grössere Grund- 
„fttiche der Kreis um den Durchmesser AD, die kleinere 
„der Kreis um den Durchmesser BC f und dessen Axe GH 
»,sev. Der Halbmesser der Kugel sey EGF, Es* *ey 
„G'E: EH=EH: V; T**$EF, X« 3 EG, und X: 
„T= T\ZT, und von der leztern das Stük ZW = G£ 
„+ EH-\-V. Ich behaupte, dass der Rumpf AßCD zum 
; v Cylinder SO sich verhalte wie WV : TL. 

„Man schneide GR — GEtA>, und beschreibe den Cy- 
„linder PN um die Axe GH, und den Kegel KEN, Wfe 
„im vorhergehenden (§. 22.)« So schneidet die das Ka- 
,;gelstuk abschneidende Ebene vom Kegel KEN einen ab- 
gekürzten Kegel KLMN ab ,« dessen kleinere Grundfläche* 
„der Kreis um den Durchmesser LM, die grössere der 

„Kreis um den Durchmesser J^Vtst* Und es sey {q K ^ : 

»If J? {fn} : L So lässt sich wie «» vorhergehen- 
den (§. 22-) zeigen, dass 

„Cyl. SO:CylPN*:I:^X}. 

„Da nun GE, EF, I\ stetig, proportionirt s!nd..nnd 
" und X. T, ZT] * FE:EG = f :Xi 

„so ist J : £G , d. i. Cyl. »SO : Cyl. PN, = Zr : X. 

„Undda iofhilZ^LHh^ 
. „aber 3GÄ : GK, + ^ = Cyl.^^a^ek. Ke^ 

„so ist X: { QE t F i^ +F } = Cyl. PN: abgek.Keg. 

„Nun war Z^:X ^ Cyl. SO: Cyl. PN; 

.jrltichf. also ZT. ZW «Cyl. «SO zum abgek. 

w „Kegel LKNM, d. i. z. Rest, der übrig bleibt, 

„wenn vom Cyl. SO der Kugelrumpi^BClJ 
„weggenommen wird (§. 19V 

„UndZi/riiM.Zr: ^ « Cyl «SO : Kugelrumpf ABCD » 
„und mifi£<*. W^rZ = Kugelrumpf ABCD : Cyl. 50. 



' •■»?: 
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■ 

III. ). Man gedenk 



die Axe der Kugel FGHEQ. 

Der genannte Kugelrumpf (ABCD) verhält sich zum 
genannten Cylinder auch „wie zwey Rechteke t das eine 
CFGQ) aus den beyden vom Mittelpunkt der kleinem 
"Grundfläche des Rumpfs gemachten Abschnitten der mit 
"der Axe des Rumpfs in gerader Linie liegenden Axe der 
"Kugel, das andere (J^ft*) aus der zwischen den Mit- 
telpunkten der Kugel und der grossem Grundfläche des 
Rumpfs liegenden geraden Linie und der Axe des Rumpfs» 
,,nebst ( *HW ) £We^ dritteln des Quadrats der Axe des 
„Rumpfs, zu ( EF* ) dem Quadrat der halben Axe der Ku- 

Da KN f LM f KN-LM sich wie EG, EH 9 HG 
verhalten; so ist v > 

CyL Pfr*bg.Keg.KLMN:CyL PiV=E//C+| 

HG* : EG* ( §• S- )• 

Nun ist CyL PN : CyL «SO = EG* : EFi ; 



9i 
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also 



: . Cyl.P^abg.Keg./irLMA^:Cyl^O== J e/fOr>2 
y \ :**.Vi . HG*:EF*\ 



Aber CyL «SO - CyL PN fifWfc^^^ 

: EF<\ 



EHG + *HGi'.EFi. 

■ 

iL. IL Pr. XVI.) ftg.fi. 

§. 26. „Jeder grössere Kugelabschnitt' 1 (grösser 
nämlich als die Halbkugel) „verhält sich zu einem Cy- 
„linder, der eine dem grösten Kreis gleiche Grund- 
„fläche und einerley Höhe mit dem Abschnitt hat 
„wie der Ueberschuss des zwischen dem Mittel- 
punkt der Kugel, und der Gruudfläche des Ab-. 
„Schnitts liegenden Stüks der Axe des Abschnitts 
„über den Ueberschuss der kleinern äussersten 
„von drey Proportionallinien im Verhältnis des 
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„Halbmessers der Kugel zum vorgedachten Stük 
'der Axe , von welchen eben dieses Stük die grös- 
sere äusserste ist, nebst zwey Dritteln des übri- 
een Stüks der Axe sich zur Axe des Absphnitts 
^verhält. . - * ' " ' 



„Es sey von einer Kugel , deren MitteTpnnkt <?♦ 
„Durchmesser DGE , ABC ein Abschnitt grosser als dit 
„Halbkugel; &GF die Axe des Abschnitts, welche erwit 
„dem Cy linder KH gemeinschaftlich hat , dessen Gnindflä- 
„che dem grösten Kreise gleich sey ; die Grund flache des 
„Abschnitts aber sey der Kreis , dessen Durchme sser AL 
•,isu Nun sey EG : GF = GF : 5 = <S: FAT, FiV**Wf, 
!,G L = *BG. Ich behaupte , dass der Abschnitt ABC mm 
t,Cylinder KH sich verhalte wie LN zu#F, K -I 
■ 

„Denn es sey FG : <{ %q.\= EG : PQ 7 4indlVon PQ 
„die QR = ^GF abgeschnitten. Und von einer durch G 
„den Grundflächen "des Cyünders KH und des Abschnitts 
„ABC parallel gelegten Ebene werde der Cy linder KH m 
, .zwey Cylinder DH 9 EK , und zugleich der Abschnitt 
„ABC in den Rumpf ECAD und in die Halbkugel DBE 

„getheilt. ' ' . , ' l v ^ V 

„Da nun «mgcft. • EG=EG:GY 9 und ?R= \GF ; 
„so ist Rumpf DACE : Cyl EK=PRztQ($M% 

„Wiederum , da PQ.EG^ EG : GF GF : S , 

„und auch E :GF . . SS <S :!<>/; 

— — . ~ 

b so ist PO : GF s Gl Ti t M. 

„Aber Gt:QR MY : YN d. i; ^FiVT ; 

„folglich PO:0/i S GFTfTVT" ' 

„U.xi/r^.u.i/mg.PK : PQ * iVG: GF.CJrr 
„Mithin Rumpf D^CjE;: Cyl. EK^NG : GF. 
„Aber Cvl. JE* : Cyl. X*/* GF : FB; 



„also gleichfMum^DACEYCyl K = NG : BF. 
..Ebenso wlirde man beweisen . <i:iss 

„Halbkugel DBE: Cyl KH- GL : BF.-daHbk. 
* DBE zCyLDHaLG : GB ; 

„fgl.(E.V, 24 ) Abschnitt ABC : Cyl. B? = LN:BY. • 



/ 
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§. ttfC (L. III. Pr. XIX) Man denke sich BF 
Wingert, schneide die Kngeloberfiäcbe in T. 

Der genannte Abschnitt {ABC) verhUlt sich zum ge- 
nannten Cylinder KH auch „wie das rechtwinkliche Paral- 
„lelepipedum (BFTXGF) aus der Axe des Abschnitts, 
„dem übrigen Theil der Axe der Kugel und der geraden 
„Linie .»fischen den Mittelpunkten der Kugel und der 
, »Grundfläche des Abschnitts , nebst je zwey Dritteln $ Wey- 
her Würfel (f #G*+f Gf>),des einen von der halben 
,»Axe der Kugel , des andern von der geraden Linie zwi- 
schen den Mittelpunkten der Kugel und der Grundfläche 
„des Abschnitts, zum rechtwinkiichen Parallelepipedum 
„(BGT X BF) aus der Axe des Abschnitts und zwey hal- 
ttfttan-j&xen der Kugel/' 

Denn Rpf ADEC: Cyl. KE= BFT+^GFh :BGT($. 23 )* 

BYT X GF+|GF C : BGT X GFj 

< » CyL KE :Cyl. KH « 

GF : BY=BGT X GF : BOT X BY ; 

ßk ^{ ADEC : CyU KH a BF Tx GF+| GY C :BG T X BY. 
Aber / 

Dak(E*V, a4)Absch.^BC: CyL KH =j BFTITgf^ 

|GF + f ßG« : BGT X BF. 

(Li*. Ä /Vop. XPIL) Fig. 79. 

§. 28* „Jeder von zwo parallelen Ebenen, 
^Zwischen denen der Mittelpunkt liegt, abge- 
schnittene Kugelrumpf verhält sich zu einem 
„gleich hohen Cylinder, dessen Grundfläche dem 
„grösteti Kreise gleich ist, wie der Ueberschuss 
„der Axe des »Rumpfs über den dritten Theil der 
*Summe zwo£r geraden Linien, die zu je drey 
„Proportionallinien in den Verhältnissen des Halb- 
messers der Kugel zu den vom Mittelpunkt der 
'•»Kugel gemachten Abschnitten der Axe des Rumpfs 



Digitized by Google 



*33 

„die Weinern äusserten t in dem die gedachten 
„Abschnitte die grössern , sind , sich zur Axe des 
aRumpfs verhält. 

„Es sey von einer Kugel t deren Mittelpunkt G , ein 
„Rumpf durch zwo parallele Ebenen abgeschnitten , zwi- 
schen welchen der Mittelpunkt G Hegt , der in der Axe 
„des Rumpfs seyn wird , welche HK sey. Die von den 
„genannten Ebenen gemachten Durchscfinitte seyen die 
„Kreise, deren Durchmesser AD, BC, welche Kreise die 
„einander gegenüber liegenden Grundflächen des Rumpfes 
M seyn werden. Man schneide den Rumpf ABCD durch 
„den Punkt G mit einer auf der* Axe senkrechten und 
„daher auch den Grundflächen des Rumpfs parallelen Ehe- 
„ne. Auf dem Durchschnitt, welcher ein gröster Kreis 
,*seyn wird , dessen Durchmesser LM , gedenke man sich 
„zwey Cylinder beschrieben, die sich in den entgegen- 
, ,gesezten Ebenen der Grundflächen des Rumpfs endigen , 
„und den ganzen Cylinder EF zusammensezen ♦ dessen 
„Grundfläche dem grosten Kreis LM gleich ist. Man neb- 
„me sodann auf dem Abschnitt GH die OH, ein Drittel 
„der kleinern äussersten dreyer Proportionallinien im Ver- 
hältnis LG : Gif, indem GH die grössere äusserste ist; 
ff nnd auf dem Abschnitt GK nehme man NK , ein Dtit- 
„tel Jder kleinern äussersten , indem GK die grossere ist , 
„von drey Proportionallinien im Verhältnis LG : GK. Ich 
„behaupte, dass der Rumpf ABCD zum Cylinder EF sich 
„verhalte wie NO zu KM. 

„Denn vermittelst der nämlichen Construction wie 
„im Beweis des vorhergehenden Sazes (§. 26.) liesse sich 
„zeigen, dass 

„sowohl Rumpf LBCM : Cyl. £F«= OG iKH, 
„als auch Rump f LADM : Cyl EF m NG : KH. 

Daher Rumpf ABCD : Cyl. EF = NO : KH (E.V, 24). 

S. 20. (L. III. Pr. XX.) Man gedenke sich 
„PHGKQ die Axe der Kugel. 

»Der genannte Rumpf {ABCD) verhält sich zum ge- 
nannten Cylinder (EF) auch „wie zwev reehtwinkliche 
„Parallelepipeden (PKXKQXGK, PßxHQXGH)* 
„jedes aus drey einerley Endpunkte, nämlich cien Mittel- 
punkt einer der Grundflächen des Rumpfs zu Endpunkten 
„habenden Abschnitten der Axe der Kugel, von denen 
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„zwey zusammen die Axe der Kugel ausmachen , der 
„dritte aber ein vom Mittelpunkt der Kugel gemachter 
„Abschnitt der Axe des Rumpfs ist , nebst zwey Dritteln 
„der beyden Würfel (GK* t Gf/ C ) von den durch den Mit- 
telpunkt der Kugel gemachten Abschnitten der Axe des 
„Rumpfs zum rechtwinklichen Parallepipedum (PGQxHK) 
„aas zwo halben Axen der Kugel und der Axe des Rumpfe. 
Denn es ist Rpf ALMD: Cyl.EM=sPKQxGK+*GK c : 

PCO X OK (§ 23). 
Aber Cyl. EM : Cyl . EF =* PGQx GK: pgq x hk ; 

Also gluchf.Rtf ALMD: Cyi.EF =PKQxGK+*Gfr : 

PGQXHK, 

Eben so ist Rpf LBCM: CylEF=PHQxGH+*GH* : 

PGQXHKs 

flgL(E.V,24)RpMBCD : Cy\.EF=tKQ x GK±PHQ £ 
. ' GH+\GK* + 2 GVfc : XM 



Ueber den sphärischen Körper, 
der durch Umdrehung eines Kreisab- 
schnitts um den Durchmesser be- 
schrieben wird*)*' 

i 

Aus 

Tacquets Cylindr. & Annul. Lib. I. Pars IV. 



• r* 



{Prop. XLIIL) Fig. so. b. 

§. 30. „Es sey ein ebener Ring BCHK, des- 
sen Breite BC , der Mittelpunkt A : und irgend 

*) Zona globi bey Kepler in Nova stereom. dotior. 
IAncüih 5 . Theor.XX. 



Digitized by Googl ! 



»35 



;,eiii Kreis EGF, dessen Halbmesser EF. Der 
„Ring verhält sich zum Kreise wie das Rechtek 
i,OÄC, zum Quadrat des Halbmessers EF.« 



— . • 



i „Da der Kreis BHA : Kreis CKA => BAi : CA* , 
dereb.RingBCHtf:KreisC.K^ {g^'Ä} 

,;Non ist * Kreis CK A : Kreis JEGF= C^q': SR ; 
>lgl. der ebene Ring B^HK:Kreis £GF=* BBC, EF*. 

.*•*'» . * ! « *♦ 

' $ 31. »Es sey ein gröster Kreis einer 
„Kugel, und in demselben irgend eine gerade Li- 
„nie BC nicht durch den Mittelpuukt A gezogen, 
,welcher der Durchmesser GH parallel sey. Der 
"durch Umdrehung des Kreisausschnitts BKC um 
"den Durchmesser GH entstehende sphärische Kör- 
per ist der Kugel gleich, deren Durchmesser BC 
„ist. 

" ' „Man beschreibe den grösten Kreis CNBR der Kugel, 
„deren Durchmesser BC: durch der beyden Kreise Mittel- 
' punkt A , S ziehe man die gerade Urne OK : diese wird 
.! aie beyden Durchmesser GH, BC senkrecht schneiden. 
, Man theile sodenn den Halbmesser SB in eine Anzal gle.- 
. eher Theile, ziehe durch die Theilungspunkte £ die EKF 
der QSR parallel (welche mithin auf BS senkrecht seyn 
w^r^n •» und beschreibe Rechteke sowohl in den Ab- 
"ZSbkTS TS den QuadrantenBFK^ Nun lasse 
man den Abschnitt BKTS mit seinen Rechteken sich um 
der T Durchmesser GH drehen. Durch diese Umdrehung 
$ÄÄ*£b den Abschnitt BKTS entstandenen 
sphärischen Körper durch die Rechteke £X erzeugte hoh- 
le Cylinder beschrieben werden, deren Grundflächen die 
ebenen Ringe EKPO , und deren Hohen die KX oder 
,,EE sevn werden. Wird ferner der Quadrant BFRS mit. 
den darein beschriebenen Rechteken um den Durchmesser 
aT hemme-edreht ; so werden in die Halbkugel curch 
;;£e Stele Ä CyUnder baachriebeu werden, d.re* 
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„Grundflachen die Kreise der Durchmesser NT f jmd de^ 
„ren Hohen FZ oder EE seyn werden. 

„Da nun sowohl die Rechteke PEK als die Rechteke 
„NEF den Rechteken ßEC gleich sind; so sind die Recht- 
eke PEK, d. i. Otftf, den Rechteken NEF 9 d. i. den 
'„Quadraten der EFjüelcb, Folglich werden (§. 31. ) die 
„ebenen Ringe EkPÖ ( welche die Grundflachen der hoh- 



len Cylinder sind ) , den Kreisen der Durchmesser NF 
„gleich seyn , welche die Grundflächen der ganzen Cylin- 
„der sind. Weil nun die in den, vom Abschnitt BKTS 
„erzeugten sphärischen Körper beschriebenen hohlen Cy- 
linder und die in die Halbkugel des Quadranten BFRS be- 
schriebenen ganzen Cylinder gleiche Grundflächen und 
„Hohen haben ; so werden auch alle die hohlen Cylinder 
„allen den ganzen Cylindern gleich seyn. Und dis wird 
^immer geschehen • wenn auch jene ßinbeschreibungen ins 
„Unendliche fortgesezt werden. Da nun auch durch jene 
„Einbeschreibungen so wohl der durch Umdrehung der 
„Kreisebene BKTS um GH erzeugte sphärische Körper 
„als auch die vom Quadranten BFRS erzeugte Halbinge/ 
„erschöpft werden 7$. K-10. Vgl. §.18, ); so wird der 
„vom Abschnitt BKTS erzeugte sphärische Körper der 
„Halbkugel , und mithin der ganze durch Umdrehung der 
„Ebene HKC um GH entstandene sphärische Körper der 
„ganzen Kugel des Durchmessers BC gleich seyn (§. 15).** 



99 



Corollarium." 



„Der durch Umdrehung des Kreisstüks GBCH am den 
„Durchmesser GH entstehende sphärische Körper ist mithin 
„dem Unterschied der Kugeln gleich , deren Durchmesser 
„GH, BC sind. 

„Und wenn zwo Sehnen MT \ BC dem Durchmesset 
„GH parallel sind; so ist der durch Umdrehung des Kreis- 
„stXxks MBCT um GH entstehende Korper dem Unterschied 
.„der Kugeln gleich, deren Durchmesser MT > BC sind. 



■ 
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I 

! . - * - Ueber - ' 

• 

die durch Umdrehung ebener regu- 
lärer Figuren entstehendenTtörper ; 

Bestimmung der cylindrischen Oberflächen, de- 
nen die Oberflächen derselben gleich sind / , 
Verallgemeinerung des XXXII. Sazes im I. Buch 
Archimeds über Kugel und Cylinder f§. $-c ,6, g) 
lind Folgerungen hieraus über die Verhältnisse je-» 
. ner Körper zu den in und um sie beschriebe- 
nen Kugeln (§. 7, io — j?.)- 
Aus Torricelli *). 



Er kl arungen, 

* * * ■ 

1. „Diagonale jedes regulären Vieleks von einer ge- 
raden Anzal Seiten nenne ich eine gerade Linie, welche 
„durch entgegengesezte Winkel der Figjur gezogen wird; 
„Loth (caihetum) desselben aber eine gerade Linie, 
„welche die Mitten entgegengesezter Seiten verbindet. 
9 ;Loth eines regulären Vieleks von einer ungeraden AnzfX 
„Seiten nenne ich eine gerade Linie , welche von einem' 
,/Winkel: durch den Mittelpunkt der Figur geht. 

2. »Wenn irgend ein reguläres Vielek um eine Dia- 
gonale 'oder um ein Loth gedreht wird , bis es wieder 
,;m die Lage kommt , in welcher seine Bewegung ange- 
fangen hat; so heisse der durch die Umdrehung entste- 
hende Körper ein sphäer alischer : und zwar von einer 
^geraden Anzal Seiten, wenn das Vielek eine gerade, von 

•) Opera geometrica Evangelista Torriceüii. Floren- 
1( tioe 1644. 

De spheera & sali dir sphceralibus Libri duo , in 
quibus Arthimedis doHrina de sphära & cylindro 
denuo componitur , latius promovetur , & in omni 
specie soLidorum , quce uel circa vel intra sphceram 
ex conversionc polyponorum regulär i um gigni pos- 
sunt, universalius propagatur. 
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„einer ungeraden, wttro das Videk eine ungerade A 
„von Seiten hat» . 

(Lift. I. Prof. XIII, XW.) Fig. 81. 

§. i. Wenn an einen Kreis eine Tangente 
( ML ) gezogen ist . von der auf bey den Seiten des 
Berührungspunkts gleiche Sttike ( Ml 9 IL ) abge- 
schnitten werden ; so wird die durch Umdrehung 
der Tangente mit dem Kreise um eine Axe, wel- 
che entweder die Tangente nicht schneidet (Fig. a) 
oder durch einen der Endpunkte der Tangente 
geht ( Fig. b. ) , beschriebene Kegeloberfläche der 
m krummen Oberfläche eines von dem um die zu- 
gleich entstandene Kugel beschriebenen Cylinder 
abgeschnittenen Cylinders ( GEFH ) gleich seyn , 
der einerley Höhe ( GH) mit der genannten Ke- 
geloberfläche hat. 

1. Fig. a. Man ziehe /P der GK parallel, IR durch* 
den Mittelpunkt £ , und MT senkrecht auf GE> 

Da der Winkel QIL ein rechter ist, soiit der Winkel 
8QI*=SIL-MLT 9 und dieDreyeke SOI 9 MIT sind 
gleichwinklich $ daher TMx ML = SI : IQ « 2SI : ft/O 
3.LP/: IR. Folglich das Rechtek TM x IR d. i. GHF 
*=MLX IP=*ML X| (LO+ MK), weil LM in I 
halbirt, mithin IP die mittlere arithmetische Proportional- 
linie zwischen IO, MK ist. Folglich sind die Quadrate 
der Halbmesser der Kreise gleich , welche der genannten 
cylindrischen und der Kegel Oberfläche LOKM gleich sind 
(Aren. ü. K. u. C. B. I, S. XlV, XVII.) ; mithin sind jene' 
Kreise , und die genannten Oberflächen gleich. 

2. Fig. b. Die TM in M auf LM senkrecht , oder 
der IR parallel gezogen treffe mit LB in T zusammen. 
Da nun LM=£Ll 9 so ist MT=olR~AB. Und es 
ist ML:LN<=TM:MN (E. VI, 8), folglich Rechtek 
LMN*=TM X LN*= GHF. Mithin ist wiederum, wie 
vorhin. , die Kegeloberflache M LO der cylindrischen EFHG 
gleich .(B* I a. K. u. C. S, XIV, XV.) 
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(zä /. ib>p. xr } xn 9 xvn.) 

§. 2. Die Oberfläche eines sphärischen Kör- 
pers ist der krummen Oberfläche eines Cylinders 

fleich, der gleichen Durchmesser mit der in die 
igur beschriebenen Kugel hat, zur Höhe aber, 

1. <?7-) wenn der Körper durch Umdrehung 
eines regulären Vieleks einer geraden (Anzal Sei- 
ten um eine Diagonale (AB) entstanden ist; eben 
diese Diagonale. 

Denn jede der Kegeloberflächen, die zusammen die 
Oberfläche des Körpers ausmachen , ist der gleich hohen 
cylindrischen Oberflache des genannten Cyiinders ( §. 2 ) ; 
mithin die ganze Oberfläche des Körpers der ganzen cy- 
lindrischen gleieh. 

2. (Fig. gg.) Wenn der Körper durch Umdre- 
hung eines regulären Vieleks von einer geraden 
Anzal Seiten um ein Loth (AB) entstanden ist; 
die Summe des Durchmessers der Kugel, und der 
dritten Proportionallinie zu ihrem Halbmesser und 
zur halben Seite des Vieleks (AR , wenn VOR ein 
rechter Winkel ist, wo sodenn VBi BQ = BQ : BR.) . 

Denn die konischen Oberflächen des Körpers sind , 
wie vorhin , den gleich hohen cylindrischen des genannten 
Cy linders gleich« Die beyden Kreise um den Durchmes- 
IvS 9 PO aber , oder der doppelte Kreis um PQ , sind einem 
Kreise gleich, von dessen Halbmesser das Quadrat s=aBp<i 
. (E. XU. V , 24) 2VBR m GL,M\ und die cylindri- 
sche Oberfläche GLMH kt dem nämlichen Kreise gleich 
(B. L 2 K. u. C. S. XlV); mithin sind die beyden Kreis« 
um NS , P£ der cylindrischen Oberflache GLMH gleich. 
Hieraus ergiebt sich das gesagte» 

3* (F*gr* «?.) Wenn der Körper durch Umdre- 
hung eines Vieleks von einer ungeraden Anzal Sei- 
ten um ein Loth (AB) entstanden ist ; die Summe 
dieses Loths und der dritten Praportionallinie zum 
Durchmesser der Kugel und zur halben Seite des 
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Vieleks 04R,.wetm SQR ein rechter. Winkel , da den» 
SB:BQ*BQ:BR.) 

Denn die krumme Oberfläche des Körpers ist, wie vor- 
hin , der cylindrischen EFHu gleich. Die ebene Fläche des 
Kreises nrr/PQ aber ist der cylindrischen GLMH gleich: 
denn das Quadrat von BQ dem Halbmesser -des Kreises um 
PQ ist dem Rechtek <SBH , d. i. GLM , dem nämlichen 
Rechtek aber ist das Quadrat vom Halbmesser des Kreises 
gleich , der der cylindrischen Oberfläche GLMH gleich ist* 

Um den XXXII. Saz Archimeds im I. B. u. K. u. C. auf 
die_ dreyefley in Erkl. 3. erwähnten Arten sphäralischer 
Körper, und auch auf den Kegel auszudehnen 8 , n. ); 
fugt Torrioelli den Säzen XVI - XXI im l B. 0. K. u. C. noch 
die drey folgenden (§-3- 5) bey : 

» 

(L. 7. Prop. XXV) Hg. 82. 

5.3. Wenn von einem Cylinder *) {dBCD) einKe- 
gel (JJAC) hin weggenommen wird, der mit ihm 
einerley Grundfläche und Höhe hat ; so ist dem 
Ueberrest ein Kegel ( Fi L ) gleich , dessen Grund- 
fläche (FL) der krummen Oberfläche des Cy Fin- 
ders und dessen Höhe (HI) dem Halbmesser 
{BN) der Grundfläche des nämlichen Cylinders 
gleich ist 

Denn da Kegel im zusammengesezten Verhältnis ih- 
rer Grundflächen un< Hohen sind (E.X1I, u. i4Cor.>, 
-die Grundfläche des Kegels FIL aber, d. i. die Oberfläche 
des Cvlir.ders ABCD zur Grundfläche des Kegels BEC sich 
verhält wie ABC: BN* (R I. Ii. K. u. C. S. XIV. E. XII, aV, 
das ist, wenn BN in O halbirt wird, wie ABCiÖBC, 
d. i. wie AB : BO; so ist der Kegel FIL : Kegel BEC im 
fcusammengesezten Verhältnis von hl : Aß , AB : HO, mit- 
hin im Verhältnis HI d. u NB : BO, oder 2 : 1. DerCy- 
lynderrest ABECD hat aber /um Kegel BEC das nämliche 
Verhältnis a: i (E.XII, 10. V, 17. ) Folglich ist der Kegel 
FIL dem Cylinderrest gleich* / 



e ) Es werden hier immer geradstehende Kegel und Cy- 
linder -verstanden. 
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f. 4. Wenn von einemKegel (ABC) ein anderer 
\ADC) hinweggenommen wird, der einerley 
Grundfläche mit ihm und eine kleinere Höhe hat; 
so ist dem Ueberrest ein Kegel ( EFG ) gleich , 
.dessen Grundfläche (EG) der konischen Oberflä- 
che des ersten Kegels und dessen Höhe (HF) dem 
von der Spize des weggenommenen auf eine Seite 
des ersten gefällten Loth (/}/) gleich ist. 

Denn es ist der Ke^el EFG: Kegel ADC im zusam- 
mengesezten Verhältnis von dem der Grandfläche EG> 9 
das ist , der konischen Oberfläche ABC zur Grundfläche 
Ad das ist, AB: AL (E|. 1 ü.,K. u. C. S. XVI.), ™id von 
dem der Höbe FH zur Höhe DL; mithin im zusammenge- 
sezten Verhältnis von dem - BD : DI (wegen Aehnlichkelt 
der Oreyeke), und von demJD/: DL, (weil FH=- Dl) ; 
mithin im Verhältnis BD : DL. Nun ist aber Kegel ABC: 
Kegel AÜC= BL : LD , und getrennt 

Ueberrest BADC: Kegel ADC*= BD : DL, d. i. = 
Keg. EFG : Keg. ADC vermöge des bewiesenen. Folglich 
ist der Kegel EFG dem genannten Ueberreste gleich. 



• §.5. Wenn von einem abgekürztenKegel (BADC) 
ein Kegel ( BEC) weggenommen wird, der die 
grössere Grundfläche des ersten zur Grundfläche 
"und einerley Höhe mit demselben hat; so ist dem 
Ueberrest ein Kegel gleich, dessen Grundfläche 
der krummen Oberfläche des abgekürzten Kegels, 
und dessen Höhe dem von der Spize des wegge- 
nommenen auf eine Seite des abgekürzten gefäll- 
ten Loth (EH) gleich ist. 

Man vollende den Kegel BGC , und nehme IL die 
-mittlere Proportionallinie zwischen GB , BF; so ist der i 
Kreis, dessen Halbmesser IL, der konischen Oberfläche 
BGC gleich (B. I D. K. u. C. S. XV). Man beschreibe auf 
IL einen Halbkreis,, und hi denselben die Sehne /M,wel- 



J 



(Lib. I. Prop. XXV IL) Fig. 84* 



Digiti • 



14* 

4 

che zwischen CA , AE die mittlere Proportionallinie sey ; 
so ist ebenfalls der Kreis» dessen Halbmesser IM, der 
konischen Oberfläche GAD gleich. Mithin ist der Kreis, 
dessen Halbmesser ML, der zwischen AD , BC befind- 
Kegeloberfläche gleich (E, I, 47. XII, 2. V, 24)- 



Der Kegelüberrest GBEC ist nun einem Kegel gleich, 
der zur Grundfläche den Kreis , dessen Halbmesser JL, und, 
zur Höhe £//hat (§. 4); mithin zweyen Kegeln zusam- 
men , welche die Kr eise , deren Halbmesser IM, ML 
sind , zu Grundflächen und die gemeinschaftliche Hohe xn 
EH haben (E. XII, II, V, 24). Nun ist aber der Kegel 
. GAD dem Kegel gleich , der den Kreis , dessen Halbmes- 
ser IM, zur Grundfläche, EH zur Höhe hat (B. I u* 
K. tu C. S. XVIii). Folglich ist der übrig bleibende Rest 
vom abgekürzten Kegel, ABECD, dem Kegel gleich y 
der den Kreis , dessen Halbmesser ML , d. i. die krumme 
Oberfläche des abgekürzten Kegels zur 
EH zur Höhe bat. 



</i», // Pr«p, 7.) Fig. 
§. 6. Jeder um eine Kugel beschriebene Ke- 



Grundfläcne der ganzen Oberfläche des ersten 
Kegels und dessen Höhe dem Halbmesser der Ku- 
gel gleich ist 

Man ziehe vom Mittelpunkt G an die Berührungs- 
punkte die Halbmesser GF, GD; ferner ziehe man GB, GC. 

Der Kegel ABC besteht aus dem ausgehöhlten Kegel 
ABGC und dem Kegel £GC , von welchen jener einem 
.Kegel gleich ist, der die konische Oberfläche ABC zur 
Grundfläche , eine Höhe ^GD^GF hat , dieser aber BC 
zur Grundfläche und die nämliche Höhe hat. Die beyden 
Jeztern Kegel aber sind dem Kegel MNO gleich , der eine 
Grundfläche, die ihren Grundflächen zusammen gleich, d.i. 
die ganze Oberfläche und die nämliche Höhe =3 GF hat 
(E.XIl, 11. V, 124). Folgüch ist auch der Kegel ABC 
dem Kegel MNO gleich. 



. • - 
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(L. II. Pro? ZT.) 

§. 7» Daher verhält sich jeder um eine Ku- 
gel beschriebene Kegel zur Kugel , wie die ganze 
Oberfläche des Kegels zur Oberfläche der Kugel. 

Denn da die Kugel einem Kegel gleich ist , dessen 
Grundfläche der Oberfläche der Kugel und dessen Höhe dem 
Hälbmesser der Kugel gleich ist ( r olg. 5* bey B* 1. ub. K. u. 
C. S. XXXVII. ) , der Kegel MNO aber die nämliche Hohe 
hat ; so verhält sich der Kegel MNO d. i. ABC zum Ke- 
gel , der der Kugel gleich ist , dat ist , zur Kugel wie die 
Grundfläche des MAO zur Grundfläche des leztern, das ist» 
wie die ganze Oberfläche des ABC zur Oberfläche der Kugel 
(E. XII, 14). 

(Lib. II. Prep. J/7.) 

§. 8. Und daher wie das Rechtek aus der 
Summe der Seite und des Halbmessers der Grundflä- 
che des Kegels und eben diesem Halbmesser 
(&4B+BF)x BF) fcum Quadrat des Durchmesse» 
der Kugel {EF). 

Denn krummeOberfL d. Reg. ABRGmn&üA.ABF^AB . 

B/'(B.IfcK,u.C.S.XVI) t 
«. verb. ganze Öberfl.d-Keg.w4J3F.GrondfLd^F=^. 

BF:BFtz(AB+BF) xßF:BY<i 
Aber Grundfl. d. ABF: Oberfl.d.Kngel es BF* :EFl 
i (B. I.CLK.n.C. S, XXXVII , Folg. 1. E. XII , g) 

*ko gif. ganze ,Oberfld.Keg.wlB^Oberfl.clKug."| = (4* 
*\ U Kegel ABF: Kugel ^j^g? 

(Lib. II. Prop. JV. X XT.) 

$.9. Jeder sphäralische Körper ist einem Ke- 
gel gleich , dessen Grundfläche der ganzen Ober- < 
fläche des Körpers und dessen Höhe dem Halb- 
messer der in den Körper beschriebenen Kugel 
gleich ist 

Für den durch Umdrehung eines regulären Vieleks von 
einer Anzal Seiten, wtlshe durch die Za| 4 gemessem 
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«wird , um eiue Diagonale entstehendem Körper (Fig. 87« a) 
beweist dis Archimedes im I. B. ü. K. u- C. , S. XXvII , 
XXXU, vermittelst der Saze XIX, XX . XXI des nämli- 
chen Buchs. Auf ähnliche Art wird vermittelst der nafn- 

.pharahscher Korper gefuhrt. 



vom Mittelpunkt an die Winkel gezogene gerade Linien 
nltwird, namentlich 



Iedes der Dreyeke nämlich , in welche das Vielek durch 
rom 
gethei 

87* b. die aa AVN % NVO, OVC , und ebenso 
die auf der andern Seite von CV des um die Dia- 
k ■ gonale AB sich drehenden Vieleks von einer gera-' 
den Anxal Seiten, die sich aber nichc durch 4 mes- 
sen lässt (vermöge B.UJ.U.C» S. XIX , XXi. u. 

S. 3 ) 

' Fjjx. 88* a * die AA AVN , NVC und die auf der andern 
• Seite von CV ( vermöge der Säze XX und XXI de* 
v . . ' . > \ ■ angef. &>» 

Tig. 88. b. die AA AVN ',. NVO K OVC und die auf 
der anderen Seite von CV befindlichen ( vermöge 

des angef. S. XXI , u. §. 3. ) 
des um das Loth AB sich drehenden Vieleks von 
, einer geraden Anzal Seiten , die sich durch 4 mes- 
sen lässt ( Yig. 88. b. ) oder nicht ( a. ) ; ü 



89- die AA ANV % NVC , WO u. s. w. (. vermog* 
» der angef S» XX , XXI u. §. 5. ) 

des um das Loth AB sich drehenden Vieleks A^on ei- 
ner ungeraden Anzal Seiten;.' \ ; — . -!c 

beschreibt bey seiner Umdrehung um AB eine 'körperliche 




von der im Umfang des Vieleks liegenden Seite des Drey- 
eks erzeugten Oberfläche der Figur und. dessen H ; öhe dem 
Halbmesser der Kugel gleich ist. Folglich ist jeder <" 
iphäralischen Körper allen den Kegeln gleich , 'deren Grui 
flächen zusammen seiner ganzen Oberfläche gleich sind um 
deren jeder den Halbmesser der in. den Körper beschriebe-' 
nen Kugel £ur Höhe hat; mithin einem Kegel gleich, der« 
die gedachte Höhe und eine Grundfläche hat, die der gan- 
zen Oberfläche des Körpers gleich ist ' 
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(Hb. II. Prop. V. XL XVI 1.) 

§. io. Jeder sphäralische Körper verhält 
sich zu der darein beschriebenen Kugel wie die 
ganze Oberfläche des Körpers zur Oberfläche der 
Kugel. 

Denn der Kegel , der dem Körper gleich ist , verhält 
sich zum Kegel , der der Kugel gleich ist (Folg. 5 bey ß. I 
ß. K. u. C. S. XXXVII. ) , weil beyde gleiche Höhe haben * 
nämlich den Halbmesser der Kugel, wie die Grundfläche des 
ersten zur Grundfläche des andern , das ist , wie die ganze 
Oberfläche des Körpers zur Oberfläche der Kugel, 

Hieraus ergibt sich ferner: . ? 

(Lib. IL Prop. VI.) Fig. 87. 1 

S.n.Dass der durchUmdrehung eines regulärenViel- 
efcs von einer geraden Anzal Seiten um eine Diago- 
nale entstandene Körper zu der darein beschriebenen 
Kugel sich verhalte wie die Axe der Figur zur Axe 
der Kugel. 

Denn so verhält sich die cylindrische Oberfläche , die 
der Oberfläche des Körpers gleich ist, (§• 2.), zureylin- 
drischen Oberfläche , die der Oberfläche der Kusel gleich 
ist , ( B. I. ü. K. u. C. S. XXXVII. Folg. 4. ) , da die Durch- 
messer dieser Oberflächen gleich sind (folg. 1. bey S. XIV 
des angef. B.) 

* 

(Lib. II. Prop. XII. XIII.) Fig. 88- 

§. 12. Ferner dass der durch Umdrehung ei- 
nes Vieleks von einer geraden Anzal Seiten um 
ein Loth entstandene Körper zu der darein beschrie- 
benen Kugel sich verhalte, wie {AR) die Summe 
des Durchmessers der Kugel und der dritten Pro- 
portionallinie zum Halbmesser der Kugel und zur , 
halben Seite des Vieleks sich zum Durchmesser 
der Kugel {AB) verhält. 

T 



Digitized by Google 



146 

Aus gleichem Grund, wie §. ir. 

Oder wie die Quadrate der Diagonale und des 
Loths zusammen zum doppelten Quadrat des Loths. 

Denn RV:VB=VQ*:VB<\ 
«nd verbunden RA: VB=VÖ^VB^: VB* 

u. dieHintergl. verdoppelt, RA:AB ^VW+Vß^VB^NQi 

+ AB*: 2 AB*. 

* • 

* (Lib. II. Prof. XVII XVIII). Fig. s 9 . 

§.13. Und dass der durchUmdrehung eines regulären 
Vieleks von einer ungeraden Anzal Seiten um ein 
Loth erzeugte Körper zu der darein beschriebenen 
Kugel sich verhalte, wie (AR) die Summe des 
Loths und der dritten Proportionallinie zum Durch- 
ipesser der Kugel und zur halben Seite des Viel- 
eks sich zum Durchmesser der Kugel {SB) ver* 
hält. 

Wiederum aus gleichem Grund, wie §. 11. 

Oder wenn man zu VB, VQ die dritte Propor- 
tionallinie nimmt, welche VT seyn wird, wenn der 
Winkel VQT ein rechter ist; wie VT + Vß + 2fQ: 
$VB. 

Denn da TB, BQ , BF, desgleichen JRB, BQ 9 
BS in stetige* Proportton sind, und BS = 2BV ; so ist 
TB = iRB, mithin VB< VR, VT in stetiger arithmeti. 
scher Proportion , und 2VR = VT+ VB. Folglich AR • 
SB, 6. \.VR+VQi2VB=2VR!+2VQnVB = VT+ 
VB + 2VQm±VbJ x 

Weiter lässt sich aus dem bisherigen das Verhältnis je* 
des der dreyerley sphäraüschen Körper zu der darum be* 
schriebenen Kugel herleiten ( §. 14 - 16. ). Nämlich 

{Lib. IL Prop. VII. VIII. IX) Fig. 90. 

%. 14. Die Kugel verhält sich zu einem durch Um- 
drehung eines regulären Vieleks von einer geraden 
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Anzal Seiten um eine Diagonale in die Kugel be- 
schriebenen Körper wie das Quadrat des Durch- 
messers der Kugel zum Quadrat des Loths des Viel- 
eks. 

Denn es sey auch in den Körper eine Kugel beschrie- 
ben. Und AB sey die halbe Diagonale , AC ein Loth auf 
die Seite des„Vieleks: CD auf AB, DE auf AC senkrecht 
So sind AB , AC 9 AD , AE stetig proportionirt ; und 

die umbeschr. Kug. : einbeschr. Kug. = AB : AE 9 näm- 
lich im tripL Verb, von AB : AC (E. Xll , ig.) 
Aber die einbeschr. Kug.: Körper =AC : AB (§. n); 

folgl die umbescbr. Kug. : Körper"" =AC:AE=AB: 

AD = AB* : AC^ 
Quadrat des (Durchmessers : Quadrat des Loths. 

Hieraus erhellt, dass das Verhältnis der umbeschriebe- 
nen Kugel zum Körper das duplicirte von demjenigen ist, 
Welches der Körper zur embeschriebenen Kugel hat. 

• 

Aber die Oberfläche der um den genannten Körper 
beschriebenen Kugel hat zur Oberfläche des Körpers das 
nämliche Verhältnis, welches die Oberfläche des Körpers 
zur Oberfläche der darein beschriebenen Kugel hat ; oder 
die Oberfläche des Körpers ist die mittlere Propotrionalflä- 
che zwischen den Oberflächen der beyden Kugeln. 

Denn d. Oberfl. der umb. Kug.:Oberfl.d. einb.Kug. = ABv.AC* 

= AB l AD ( Folg. I. bey B. I. ü. K. u. C. S. XXXviI.) 

und die Oberfl des Körpers : OberfL d. einb. Kug. -AB:AC 

(%.ii.)=AC:AD, 

Und da AB 9 AC 9 AD stetig proportionirt sind, so 
sind die Oberflächen der umbeschriebenen Kugel , des Kör- 
pers , und der einbeschriebenen Kugel , welche sich wie AB, 
AC, AD verhalten, auch stetig proportionirt. 

(Lib. IL Prop. XIV.) Fig. 91. 

§. 1 5. Die Kugel verhält sich zu einem durch 
Umdrehung eines regulären Vieleks von einer gera- 
den Anzal Seiten um ein Loth in die Kugel be- 
schriebenen Körper , wie der Durchmesser d er Ku- 
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gel (2 AB) zur Summe der zweyten und vierten 
(AC, AE) von vier stetigen Proportionallinien im 
Verhältnis des Halbmessers der Kugel (AB) zum 
halben Loth des Vieleks (AC); (indem wiederum CD, 
DE auf AB, AC senkrecht sind.) 

Denn die umbeschr. Kugel : einbeschr. Kuge\=AB:AE 

= 2 AB : 2AE 

die einbeschr. Kugel : Körper=24C<i :A& +AB* 

($.I2)=2AE:AC+AE 

(denn ABq : ACq = AB : AD = AC : AE 
und verbunden und die Hinterglieder ver- 
doppelt, 

ABq + ACq : aACq = AC + AE : 2AE ; und 

umgekehrt.) 

also gif. die umbeschr. Kugel: Körper ss %AB : AC+AE. 

* 

{Lib. II. Prop. XIX.) Fig. 92. 

§. 16. Die Kugel verhalt sich zu ein^m durch 
Umdrehung eines regulären Vieleks vön einer un- 
geraden Anzal Seiten um ein Loth in die Kugel be«- 
schriebenen Körper , wie viermal die vierte zur Sum- 
me der dritten , der ersten und der doppelten zwey- 
ten von vier stetigen Proportionallinien im Verhält- 
nis von AC zu Aß (d. i. wie 4AE: AD+AC+2AB, 
wenn ABD, ADE rechte Winkel sind.) 

Denn die umbeschr. Kugel: einb. Kugel ^AE: AC 

4AE: AtAC % 

die einbeschr. Kugel : Körper s±* ^ACiAD+AC 
- +2AB (§.13) ; 

asso gif. die umbeschr. Kugel: Körper = +AE:AD+AC+ 

2AB. 

(Lib. II. Prop. III. Corot. Prop. XXX. XXXI.) 

Fig. 86. 

■ ■ - 

; §. 17. Ist der um dieKugelbeschriebeneKegel(S.6.) gleich- 
seitig (durch Umdrehung eines gleichseitigen Dreyeks um 
ein Loth entstanden); so ist, wenn von Ban den Mittel- 
punkt G die BG gezogen wird , welche auch den Winkel 



> 
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ABC halbirt (E. IV, 4.) » AG : GF±AB d.iBC: BF (E. VI, 
3) =2:1. Daher AF = | EF. Und es ist (-4B4-ÄF) x 
BF= AF* , beyde nämlich =%AB% Folglich (ABx BF) 
X BF~ £ EF*. Mithin ist (§. g) der um die Kugel beschrie- 
bene gleichseitige Kegel £ der Kugel , also •§• des um die 
ftämliche Kugel beschriebenen Cylinders ( B. I. ü. K. u. C. 
S.XXXV1L) ! 

Unmittelbar so : Man gedenke sich in der Halbkugel 
den Kegel HFL Da AG 4 i. /?G = 2GF, so ist BG<t= 
aGF* , ßFi = 3GF1 mithin der Kreis um SC das Drey- 
iache vom Kreis um HI. Und es ist 
, Kegel ABC: Kegel HFI im zusammenges. Verb, von 

Kreis um BC: Kreis um HI, u. AF:FG 9 d. i von 

mithin im Verhältnis 9:1; 
Aber Kegel HFI : Kugel = 1 • » 

Also Kegel ABC: Kugel = 9:4. ~ 

Wenn demnach ein gleichseitiger Kegel und ein 
Cylinder um eine Kugel beschrieben sind, so sind 
der Kegel , der Cylinder und die Kugel in stetiger 
Proportion , deren Exponent f ist (in continua propor- 
tione sesquialtera). Und ihre Oberflächen sind eben- 
falls in dieser Proportion ( §. 7. B, t üb. K. u. C. S 
XXXVll.) 

Tacquet spricht in seinen Elementis geometriae viel 
von diesem Saz , den er seinen Theorem, selecl:, ex Archim 
beyfügt, ohne dabey Torriceiiis zu erwähnen. 

§. iS* Mehrere dergleichen Particularsäze über Ver- 
hältnisse der Kugel zu besondern Arten darum oder darein 
beschriebener Körper, z. B. 

dass die Kugel zu dem in sie beschriebenen gleichseiti- 
gen Kegel sich verhalte wie 32 : 9 , 
dass die Kugel zu dem darein beschriebenen Cylinder sich 
verhalte , wie die Diagonale eines Quadrats zu 3 sei- 
ner Seite, 4 

dass ein um die Kugel beschriebener gleichseitiger Rhom- 
bus zur Kugel sich verhalte wie die Diagonale eines 
Quadrats zu seiner Seite, b * mes 
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dass der durch Umdrehnng eines regulären Sechseks um 
ein Loth beschriebene Körper Z der darein beschrie- 
benen Kugel sey , u. s* w. 

beweist Torricelli (L. IL Propp. XXVIÜ — XXXIX) 
unmittelbar vermittelst Euklidischer Säze, bemerkt aber, 
dass sie aus den allgemeinen Säzen ( §. 6 — 16. ) als Cq- 
rollarien hergeleitet werden können* 

§. 19. Er bestimmt endlich (Propp. XXIII — XXVir; 
XLIV — LH) die Verhältnisse eines jeden um oder in ei- 
ne Kugel beschriebenen sphäralischenKörpers von den dreyer- 
ley in Erkl. 2. angezeigten Arten zu irgend einem um oder 
in die nämliche oder eine andere Kugel beschriebenen von. 
der nämlichen oder einer andern Art von ebendenselben 
dreyerley genannten ; welche Verhältnisse wiederum aus 
den allgemeinen Säzen (§. 11 — 16) leicht hergeleitet wer- 
den können» * 
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Verbitterungen. 

S. m. Z. 5; lese man Durchmesser statt Halbmesser 

— 13. — 2 der Anm. ; 1, & statt XU, 10 Conv. 

— 75. — 4; 11 /f. 10. 

a/, 33; dem Abschnitt /f. den Abschnit- 
ten v4Gß, BFC 
— - — — 30; Also sind (ebenfalls oder) um s. v. m. 

— J7. — 27, dem Parallelogramm /f. den Paralle- 

logrammen 

— 19. — 17; Man ziehe (an B die Mitte des Bogens 

ABC) die Tangente — 
— 25 ; — Die ersteren Parallelogramme seyen — 

— 's/. — /4; Grundflächen /f. Grundfläche; Z. & 

v. unten; B st. C 

— 22. lezt. Z. ; XI1L /*♦ XV. 

— . 28. Z, und st. um. Z. Quadrat des Halb- 
messers st. Halbmesser. 

— 29. — : * Grundflächen und Höhen mit — — 

— 30. — 2g; ist des Kegels, auszustreichen. 

— 3 1 - — *5>* des st. der; S. 32. Z. ig; Und/f.Ung 

— 4r. — v. unten; Die /f. Der. S. 42. Z. 24; ei- 

m . ner j-f. iner. 

— 40. — 29 ; wiesen schrieben. «S. 4g, Z. 15; — — » 

Kugel ; und 

— 5^. iinw. Z. J; Sehne st. Seite. <S. 6b. Z. J3 v. zm*en — 

Z. /ez,*e; (Da— dieser Kreis.) 

— 135* — '4 .* Kreisabschnitts st. Kreisausschnitts. 



Ia Pig-5°' soll £ beym Mittelpunkt stehen, und ßfdurdi 
den Mittelpunkt gehen. 
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